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Enoncés

Intégrales dépendant d’un
parametre

Convergence dominée

Exercice 1 [00921] [correction]
Calculer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :

/4 +o0 d
a) u, = / tan” xdx  b) v, = / e
0 o T"ter

Exercice 2 [03800] [correction]
Etudier la limite éventuelle, quand n tend vers +oo, de la suite

+oo n

T
I, = ——d
" /0 T a2 &

Exercice 3 [00746] [correction]
Calculer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :

) /+oo sin” r d b) /+oo " dx ) /—0-00 2" dz
a) u = €T Uu. = —_— C)Uu = —_—
" o 22 "y antz4d B A

Exercice 4 [o01771] [correction]
Vérifier que la suite de terme général

+oo 3
w, = / sin(nt) it
0 nt + t2

est bien définie et étudier sa convergence.

Exercice 5 [00926] [correction]

Calculer oo
lim e 'sin”(t) dt

n—roo 0

Exercice 6 [00927] [correction]

Etablir que
—+00 t2 -n +oo 2
/ (1 + n) dt —— e ! dt

s n—+oo

Exercice 7 [02568] [correction]

Montrer que
toeo de
Uy, = (_1)n/ o
0 (1+3)n

est définie pour n > 1.

Calculer
oo gt

TPy

En déduire la nature de la série de terme général u,,.

lim
n—-+oo 0

Exercice 8 [03294] [correction]

Montrer
“+o00 N +oo e %
lim n e do = dz
n—-+oo 1 1 X

Exercice 9 [03807] [correction]
Montrer que la fonction f,, donnée par

In(1+x/n)

fu(x) = (422

est intégrable sur RY .

. s o0
Montrer que la suite de terme général u,, =n [," fn(z)dz converge vers une
limite a préciser.

Exercice 10 [02567] [correction)]

Soit f : [0, +o0] — C continue.

On suppose que la fonction f converge en 400 vers une limite finie £.
Déterminer la limite quand n — +oo de

1 n
po= | soar
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Exercice 11 [02435] [correction]
Etudier la limite de

/01 Ft)dt

ou f:[0,1] — R est continue.

Exercice 12 [o0150 ] [correction]
Soit f € CO(RT,R*) bornée. On pose, pour n € N,

+oo
I, = / nf(t)e "t dt
0

Déterminer la limite de I,, quand n — 4o0.

Exercice 13 [00924 ] [correction]
Soit f : RT — R continue et bornée.
Déterminer la limite quand n — +oco de

[ o,

1+ n2x2

Exercice 14 [o03650 ] [correction]

Soit f: RT — R de classe C! intégrable ainsi que sa dérivée.

a) Déterminer pour z > 0

+oo
lim ncost(sint)” f(xt) dt

n—-+oo 0

b) Préciser le mode de convergence.

Exercice 15 [04079] [correction]

Etudier
n t2 n
lim (1—) dt
n—-+oo 0 n

Exercice 16 [00922 ] [correction]
Etudier

lim (1 + E)n e 2 dg
0

n—-+oo n

Exercice 17 [00923] [correction]

Déterminer un équivalent de
/ Ji+(1-2) e
0 n

Exercice 18 [ 02982 [correction]

Déterminer
n 2

lim | (cosE>n dz

n—-+o0o n

Exercice 19 [00925] [correction]
Soit f: RT — RT continue et intégrable.
Déterminer la limite quand n — +oo de

L)
o L+t
Exercice 20 [02862] [correction]
Calculer
. +oo n!
lim - dx
n—+oo Jq H (k‘ + Z‘)
k=1

Exercice 21 [03159] [correction]

Soit F' une application continue décroissante de R dans R, tendant vers 1 en —oo
et vers 0 en +o00. Soient deux réels h et § vérifiant 0 < h < 4.

a) Déterminer la limite éventuelle de

I, = /1F(\/ﬁ(6t —h)) dt

b) On pose
n—1
k+1
S, = ];F <\/ﬁ <5n - h)>

Déterminer un équivalent de S,, lorsque n tend vers +o0.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015 Enoncés 3

Exercice 22 [03362] [correction] Exercice 25 [03013] [correction]
Pour n € N et z €10, 1[, on pose Existence et calcul de .
> Int
2n+1 —dt
x Inx / ¢
= 0 €
fn(2) x? -1

Indice : utiliser une suite de fonctions judicieuse.
a) Montrer que f,, est intégrable sur ]0,1[. On pose

1 , . N
J, = / fo(z)da Intégration terme a terme
0
b) Montrer que la suite (J,)nen est convergente et déterminer sa limite. Exercice 26 [0092s ] [correction]
¢) Montrer que Montrer
+oo +oo +o0o
1 1 t 1
— - = dt=S" =
=1 | =Y
k=n+1 n=1
E)ferc1ce 23 [ 02592 ] [C?I‘I‘GCUOH] 1 Exercice 27 [o03781] [correction]
Soit f une application réelle de classe C' sur [a,b] avec 0 < a <1 < bet f(1) #O0. Prouver Désalité
Soit (fn) la suite de fonctions telle que & 1 ) +oo .
(x) | B a =y o
x 2 3
fn(@) = o 1+ = (2n+1)

a) Déterminer la limite simple de (f,).
b) Etablir I'égalité suivante : Exercice 28 [00929] [correction]

Etablir que

b 1
nEIJIrloo/a fn(t)dt:/a f(t)de /1 Int dt_JrZOO (—=1)n1t
0

1+12  “—~(2n+1)2

n=0

¢) Montrer que

1
In2

[ e inmas 220

@ Exercice 29 [02864] [correction)]

Existence et calcul de

1
Exercice 24 [02517] [correction] / Int dt
0

Pour n € N* et x € R, on pose 1—¢2
n 22 2nt Le résultat est a exprimer a I’aide de ((2).
o) = 7 (1= 50
Soit g une fonction continue sur R et nulle en dehors d’un segment [a, b]. Exercice 30 [00931] [correction]
Montrer que a) Etablir
tin [ fulz)g(a)ds = 900 /“m“+”@:_ Pt
n—-+oo R 0 t o 1 + t
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a) En déduire
1 +oo n—1
In(1 +¢) Z (-1
/0 t n?

n=1

b) Calculer cette somme sachant

Exercice 31 [00930] [correction]

a) Etablir
/1 aurctantdt:_/1 Int a
ot o 1+1t2

+oo

1
arctant (=)™
dt = —_
[ R S

n=0

b) En déduire

Cette valeur est appelée constante de Catalan, elle vaut approximativement 0, 916.

Exercice 32 [ 00940 ] [correction]
Etablir que

+o0 . “+o0
t 1
[ are-m
0 et —1 n< + 1
n=1

Exercice 33 [02615] [correction]
Pour n,m € N, on pose

a) Calculer I, (n).
b) En déduire

Exercice 34 [00932] [correction]

Etablir
/1 % _ “+o0 i
o ITF B n"

Exercice 35 [02869] [correction)]

Montrer
400 1
o= / ttde
n=1 0

Exercice 36 [02570] [correction)]
Soient p et k 2 entiers naturels, non nul. Soit f, j : x — zP(Inz)*.
a) Montrer que f, ; est intégrable sur |0, 1]. Soit

1
prk:/ 2P (Inz)* dz
0

b) Exprimer K, j en fonction de K j_1.
c¢) Exprimer J,, = fol (zlnz)™ dx en fonction de n.
d) On pose I = fol 2% dz. Montrer

+oo
_ (=D"

Exercice 37 [00934] [correction)]
Etablir que pour p > 2,

Exercice 38 [00933] [correction)]

Etablir N
1 0 n—1
(1)
Id —
| ear=3 0

n=1
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Exercice 39 [03790] [correction]
Pour tout n € N et tout z € R™, on pose

ful@) = (1 = V)
a) Montrer que

+oo 1 L,
;/0 fn(x)dx:/o mdx

b) En déduire la valeur de

+o00 1
;::1 (n+1)(2n+ 3)

Exercice 40 [03268] [correction]

Montrer
—+o00

27
27
2cosx _
/0 e dex = Z 7(11!)2

n=0
Exercice 41 [00943] [correction]

Calculer, pour n € Z,
27 eind
I, = / s 40
0o 2+4¢

Exercice 42 [ 02439 ] [correction]
Soient a € C, |a|] # 1 et n € Z. Calculer

2 int
€
/ oit _q dt
0

Exercice 43 [03214] [correction]
Montrer que

oo pe—at = 1
Ya,b >0, ——dt = —_—
a A 1— e—bt Z (CL + bn)Q

n=0

Exercice 44 [00935] [correction]
Déterminer la limite quand n — +oo de

1 [T
2

Exercice 45 [00939] [correction)]

Soient a > 0, n € N. On pose

e—x/n

1+ cos?z

/2
Up (@) = /0 (sint)*(cost)™ dt

a) Nature de la série de terme général w, (1).
b) Plus généralement, nature de la série de terme général u, ().

o0

c) Calculer Y uy(a) pour a =2, 3.

n=1

Exercice 46 [ 02807 ] [correction]

a) Pour (m,n) € N, calculer

1
/ :I;n
0

Pour p € Z, montrer 'existence de

b) Calculer Sy et S_;.

Sp =

(1—2)"dx

n

>
")

¢) Si p € N, proposer une méthode de calcul de S,.

Exercice 47 [02641] [correction]
n désigne un entier naturel non nul.

a) Justifier que l'intégrale

est définie.

[

n? 4 x2)2

n2—x2

dx
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b) Soit a > 0. Calculer
a g2 .2
| e
o (n2+a2)2
+oo 2 _ .2
/ T g
o (n?+a?)?

n —.’13
Z/ nz_HEzzdJU

¢) Soit a > 0. Montrer que la série

En déduire la valeur de

puis de

n? — x?
n2+x

Mg

converge uniformément sur [0, a], puis que

+oo

a-‘rOO
n? — x? a
2 22dxzz 2 2
n+:r n“+a

n=1

d) En exploitant une comparaison série-intégrale, déterminer

o,
lim —_
a——+00 Z n2 + a2
n=1
e) En déduire que 'intégrale
+o0 +OO n? _ 2
55 A
n + 22)

est convergente et donner sa valeur.
Comparer avec le résultat obtenu en b). Qu’en conclure ?

Exercice 48 [02438] [correction]
a) Démontrer la convergence de la série de terme général

n!
an—ﬁ

—+oo
a, et n/ the " dt
0

b) Comparer

c¢) En déduire :

+oo
D an

n=1

Exercice 49 [ 02445 ] [correction]
On pose

o0 —t
t
= / e dt
0 (1 —te t)2

1
1
h=/ dt
o L+tn

b) Donner un équivalent de (¢ — I,).

pour tout entier n > 0.
a) Trouver la limite ¢ de (I,,).

c) Justifier

1
/ In(1 dy
0

d) Donner un développement asy

Exercice 50 [02612] [correction]

+y) 7§(AV

Y ko(k—i—l)

mptotique & trois termes de (I,).

a) Déterminer la limite £ quand n — 400 de

1
1
g:/ at
o L+tn

b) Donner un équivalent de

c) Justifier

0

d) En déduire un équivalent de

I,—¢

11 1+¢" dt_+o<>7(71)k,1
/I“+> _;MM+U

1
L/mln(l—#t")dt
0

et donner un développement asymptotique a trois termes de I,,.
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Exercice 51 [02840] [correction]
a) Si (s,\) € RT* x C, quelle est la nature de la série de terme général
)\n
s(s+1)...(s+n)

pour n > 07 A X fixé, on note Ay I'ensemble des s > 0 tels que la série converge,

et on note F(s) la somme de cette série.
b) Calculer lim  Fy(s).
s—sup Ay
¢) Donner un équivalent de Fy(s) quand s — inf Aj.

d) Sin > 1, calculer :
1
/1(1*yf’ﬁﬁdy
0

e) En déduire une expression intégrale de Fy(s).

Exercice 52 [02866] [correction]
Soit (an)n>0 une suite bornée. Calculer

—+o0 “+0o0o tp
- —2t
lim e E ap H dt
p=n

n——+oo 0

Exercice 53 [02870] [correction]
—+o0

Siz > 1, on pose ((z) = > -. Montrer

n=1

+o00 1

+oo
/2 (¢le) =1 dz = Z2n21nn

Exercice 54 [oo0118] [correction]

Soit, pour n € N,
/2 - n
Uy, = / [COS (f sin x)} dx
0 2

a) Etudier la convergence de la suite (up)n>0-
b) Quelle est la nature de la série de terme général w,, ?

Exercice 55 [03287] [correction]
Donner la nature de la série de terme général

+oo
Uy = / e tcos® tdt
0

Exercice 56 [02583] [correction]

Soit n € N*.
a) Ensemble de définition de
oo dt
L= e
o (A+tr)"
b) Montrer que si > 1, > I, (x) diverge.
c) Calculer I,,(2) pour n > 1.

Exercice 57 [ 03844 ] [correction]
Donner la limite la suite (u,) de terme général

_/1 dt
T )

Quelle est la nature de la série > u, ?

Exercice 58 [01102] [correction]
a) Donner les limites éventuelles en +oco des suites de termes généraux

1 +oo
at dt
/0 1+ © /1 1+63)"

b) Quelle est la nature des séries

ZUn et Zvn?

n>1 n>1

Exercice 59 [02360] [correction)]
Pour n € N*| soit f,, I'application définie par

2sh(x) .
e €0,
O it
« siz=0
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a) Pour quelle valeurs de « la fonction f,, est-elle continue ?
Dans la suite, on prendra cette valeur de a.
b) Montrer que fn est bornée

c¢) Montrer que fo (7) dx existe pour n > 2.

d) Exprimer fo )d:z: comme la somme d’une série.

Exercice 60 [02609] [correction]
Pour n > 1, on pose

+oo
/0 1+t3

a) Déterminer la limite de la suite (In
b) Etablir que pour tout entier n > 1,

3n—1
In-‘rl = Tln

¢) Déterminer « € R tel qu’il y ait convergence de la suite de terme général
n=1In(n%I,)
d) En déduire la convergence de la série
1
> o
n
n>1

et exprimer sa somme a ’aide d’une intégrale.

Intégration terme a terme par les sommes partielles

Exercice 61 [00936] [correction]
Montrer que, pour a > 0

Exercice 62 [o00942 ] [correction]
Pour tout a > 0, établir que

1 a—1 +o0 n
-1
/I P e G Y
0o 1+ mnta

0

Exercice 63 [02863] [correction]
a) Etablir pour a,b > 0 I’égalité

1 tafl too ’ﬂ
/01+tb :Z

b) Calculer

%
8
|~
S
+|=
— 3

Exercice 64 [ 02437 [correction]
Montrer

e R T (-1)
/ Z e :5;T

Exercice 65 [ 02867 [correction]

Soit (ay) une suite croissante de réels > 0 telle que a,, = +00.

(=D"

Justifier

+o00 +oo —+oo
/ 1)te " dx = Z

n=0
Etude de fonctions concreétes

Exercice 66 [00534] [correction)]

a) Justifier que l'intégrale suivante est définie pour tout z > 0

1 tzfl
f@):A T

1 n—1

an,

b) Justifier la continuité de f sur son domaine de définition.

c¢) Calculer f(z)+ f(x + 1) pour z > 0.

d) Donner un équivalent de f(z) quand z — 0T et la limite de f en +oo.

Exercice 67 [03658] [correction]

On pose
+o0 et
F(x) = / dt
0 1+tx
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a) Montrer que F'(x) est bien définie pour tout = > 0.
b) Montrer que F est de classe C* sur [0, +o00].
¢) Calculer F(™(0) pour tout n € N.

Exercice 68 [00538] [correction]
Soit
+o0 e~ 7t
Foon [ S
o 1+1¢2

Montrer que F est solution sur R™* de limite nulle en 400 de I’équation
différentielle

1
Y4y ==
X

Exercice 69 [00537] [correction]

Soit
+oo —act2
|_>
fiw / el

a) Montrer que f est définie et continue sur R*.
b) Montrer que f est dérivable sur R™ et solution de I’équation différentielle

™
y—y’=2£
NG

Exercice 70 [00532] [correction]

Soit )
( ) /+oo efta: dt
T) = _
g o 1+

a) Calculer g(0) en réalisant le changement de variable ¢t = 1/u.
b) Etudier les variations de g sur son domaine de définition.
¢) Etudier la limite de g en +oo0.

Exercice 71 [o00531 ] [correction]

Soit
f >—>/+OO dt
. T T 9 . a9
o 1+ad4t3

a) Montrer que f est définie sur RT.

b) A l'aide du changement de variable u = 1/¢, calculer f(0).
¢) Montrer que f est continue et décroissante.

d) Déterminer l+1g<1) I

Exercice 72 [03313] [correction]
Soit

1 s
fixe f/ cos(zsind) dd
T Jo

a) Montrer que f est définie et de classe C? sur R.

b) Déterminer une équation différentielle linéaire d’ordre 2 dont f est solution.
¢) Montrer que f est développable en série entiere sur R.

d) Exploiter I'équation différentielle précédente pour former ce développement.

Exercice 73 [00533] [correction]

Soit
cost
T
I / t+x

a) Montrer que f est définie, continue sur R**. Etudier les variations de f.
b) Déterminer les limites de f en 07 et +o0.
c¢) Déterminer un équivalent de f en 0% et +oc.

Exercice 74 [00536 ] [correction]
Soit f la fonction donnée par

w/2
flz) = /0 sin®(t) dt

a) Montrer que f est définie et positive sur |—1, +00[.
b) Montrer que f est de classe C! et préciser sa monotonie.
c¢) Former une relation entre f(z + 2) et f(x) pour tout x > —1.
d) On pose pour z > 0,
p(x) =zf(z)f(z—1)
Montrer que
Ve > 0,p(x+1) = ¢(x)

Calculer ¢(n) pour n € N*.
e) Déterminer un équivalent & f en —17.

Exercice 75 [02s878] [correction]
a) Pour quels z de R l'intégrale
w/2
/ (sint)® dt
0
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existe-t-elle 7 Dans ce cas, soit f(x) sa valeur.
b) Montrer que f est de classe C* sur son intervalle de définition.
¢) Que dire de la fonction

z= (e + D) f(z)f(x+1)7

Exercice 76 [02880] [correction]
Montrer que, pour tout x réel positif,

+oo x
/ arctan(z/t) df = / Int it
0 142 , 2—1

Exercice 77 [02875] [correction]
Soit 2 = {z € C/Rez > —1}. Si z € Q, on pose

f(z)z/o1 .Y

14¢

a) Montrer que f est définie et continue sur €.
b) Donner un équivalent de f(x) quand x tend vers —1.
¢) Donner un équivalent de f(z) quand Re(z) — +oc.

Exercice 78 [o02871] [correction]
Pour x € R, on pose

a) Définition de f.
b) Continuité et dérivabilité de f.
¢) Ecrire f(1) comme somme de série.

Exercice 79 [o02882] [correction]
On pose, pour x > 0,
1 [T ] —et®
— - 1T
fo=-1 |

Montrer que f est de classe C2 sur ]0, +o0[ et trouver des équivalents simples de f
en 0 et en +o0.

Exercice 80 [03324] [correction]
Pour x > 0, on pose
[ dt
—x V1I+12Va? — 12
a) Montrer que f est définie et continue.
b) Déterminer les limites de f en 07 et +o0.

/()

Exercice 81 [o03621] [correction]
a) Déterminer le domaine de définition de

ro) = [t

b) Donner un équivalent de f en 0 et en +oco.

Exercice 82 [03760] [correction)]
a) Déterminer I’ensemble de définition de

! dt
fla) = /0 D)

b) Donner la limite de f en z = 1.

Exercice 83 [03736] [correction]

On pose .
> dx
=] wie

a) Etudier 'ensemble de définition de f.

b) Donner un équivalent de f en 0.

c) Montrer que le graphe de f admet une symétrie d’axe z = 1/2.

d) Montrer que f est continue sur son ensemble de définition.

e) Calculer la borne inférieure de f.

Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA

Exercice 84 [02556] [correction)]
Pour =z > 0, on pose
L nt
F(z) = / dt
0 t+x
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a) Montrer que F est de classe C! sur |0, +o0.
b) Calculer F'(z) et en déduire 'expression de

G(z)=F(x) + F(1/x)

¢) Soit # € R. Calculer

/1t—1 Int &
o t+1t242tch(d)+1

Exercice 85 [03s8s87] [correction)]
a) Montrer la continuité de I’application définie sur |0, +oo[ par

o) = /0z sin(t) y

r+t

b) Préciser ses limites en 0 et +oo.

Exercice 86 [03s8s89] [correction)]

Soit
+oo efwt
g:xT— / dt
0

1+t
Montrons que g est solution sur RT™ de ’équation différentielle

, 1
Y ty=-
X

Calcul de fonction intégrale

Exercice 87 [00545] [correction]
On considere la fonction

el-1,+ [H/lt_ltmdt
T — (©.9) ra—
g ’ o Int

a) Montrer que la fonction g est bien définie.
b) Justifier que la fonction est de classe C! et exprimer ¢'(z).
¢) En déduire une expression de g(x) & l'aide des fonctions usuelles

Exercice 88 [02874] [correction]
Etudier

1
t—1

f:x»—)/ o dt
o Int

Exercice 89 [o03s8ss8] [correction)]

a) Montrer que ’application ¢ : fol tfn_tl dt est définie sur |—1,4o0].

b) Justifier que g est de classe C! et calculer ¢'(z).
¢) En déduire une expression simple de g(z) pour x > —1.

Exercice 90 [00546] [correction)]
a) Justifier 'existence et calculer

+oo
/ cos(xt)e " dt
0

Soit oo
i t
F:x— / @e_tdt
0

b) Justifier que F est définie et de classe C! sur R. Calculer F'(x).
c¢) En déduire une expression simplifiée de F'(z).

Exercice 91 [02873] [correction]
Pour tout x réel, on pose

[T cos(xt) _, ~ [tsin(at)
f(x)—/o 7 e " dt et g(a;)—/o i e " dt

Existence et calcul de ces deux intégrales.

Exercice 92 [00553] [correction)]
Soit

+o00o e—act _ e—yt
F(m,y):/ fdtaveca:,y>0
0
Pour y > 0, montrer que x — F(x,y) est de classe C! sur RT* et calculer

OF
%(957 y)

En déduire la valeur de F'(z,y).
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Exercice 93 [o02611 ] [correction]
On pose

+oo —t _ —2t
Flz) = / € 70 cos(at)dt
O t
a) Quel est le domaine de définition réel I de la fonction F' 7

b) Justifier que la fonction F est de classe C! sur I.
c¢) Exprimer F(x) a l'aide des fonctions usuelles.

Exercice 94 [o03311] [correction]
Soient a,b deux réels strictement positifs.
a) Justifier 'existence pour tout = € R de

+oo —at _ ,—bt
F(z) = €T cos(at)dt
0 t

b) Justifier que F est de classe C! sur R et calculer F'(z).
¢) Exprimer F(x)

Exercice 95 [00548 ] [correction]

On pose
+o0 e(—1+ia:)t
Z:x > / —dt
0

Vit

et on donne f0+oo et dt = /7/2.
a) Justifier et calculer z(0).
b) Montrer que z est définie, de classe C! sur R et

-1

2(z) = mz(w)

¢) En déduire 'expression de z(z).

Exercice 96 [03655] [correction)]
En dérivant la fonction déterminer ’expression de la fonction

+oo 5
g(z) :/ e el*dt

—0Q0

Exercice 97 [03656] [correction]
a) Existence de

400 2
F(z) = / e " ch(2xt) dt
0

b) Calculer F'(z) en introduisant une équation différentielle vérifiée par F.
c¢) Calculer F(z) directement par une intégration terme & terme.

Exercice 98 [00555] [correction)]
Ensemble de définition, dérivée et valeur de

+o0 212
fo/ In(l+a°%)
1+ ¢2

Exercice 99 [o03660] [correction)]
Pour z > 0, on pose

/2
F(z) = /0 In (cos®(t) + z*sin’(t)) dt

a) Justifier que F est définie et de classe C! sur ]0, +oo|.
b) Calculer F'(x) et en déduire un expression de F(z).

Exercice 100 [ 02881 ] [correction]

Existence et calcul de )
T In(1
/ n(1 4+ zcost) d&t
0 cost

Exercice 101 [00556 ] [correction]
Soit

/2
F(z) = / In(1 4+ 2 sint) dt sur [0, +o00]
0

a) Justifier que F' est bien définie et continue.

b) Etudier la dérivabilité sur [0, +oo[ et donner I'expression de sa dérivée via le
changement de variable u = tant.

c¢) Etablir que

F(z)=m(ln(14++v1+42)—1n2)
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Exercice 102 [ 02876 ] [correction]
Existence et calcul de

Exercice 103 [ 00551 ] [correction]
Soit

F(z) = dt

/1 In(1 + 2t cosz + t2)
0 t

a) Justifier que F est définie et de classe C! sur [0,7/2]
b) Calculer F'(z) sur [0, /2]
¢) Donner la valeur de F(0) puis celle de F(x) sachant

+oo (_1)/’@71 B 2
K212

k=

—

Exercice 104 [o00552 ] [correction]
Pour n € N* et z > 0, on pose

e dt
b= [ ey

a) Justifier 'existence de I, (z).

b) Calculer I;(z).

c) Justifier que I,,(x) est de classe C! et exprimer I/, (z).
d) Exprimer I, (x).

Exercice 105 [03323] [correction]
Pour tout = € R, on pose

F(z) = /Om exp (— <t2 + f;)) dt

a) Montrer que F est définie et continue sur R.
b) Montrer que F est de classe C! sur ]0, +o0].
0
d

Former une équation différentielle vérifiée par F sur ]0, +o0].

) En déduire une expression simple de F' sur R.

Exercice 106 [03619] [correction]
Soit F' la fonction définie par :

_ [**° arctan(at)
re = [ e

a) Montrer que F' est définie et de classe C! sur RT.
On admet l'identité

22 -1 P 1
(14 222)(14+12)  1+2262 1 +¢2

valable pour tout x et ¢ dans R
b) Déterminer I'expression de F(z).

Etude théorique

Exercice 107 [00540 ] [correction]

Soit f une application continue de R X [a, b] dans R.

Expliquer pourquoi f est uniformément continue sur S X [a, b] pour tout segment
S de R.

En déduire que F : z — f; f(x,t)dt est continue sur R.

Pour z € R, on pose g(z) = fol e*tdt. A I'aide de la question précédente, étudier la
continuité de g. Retrouver le résultat en calculant g(x).

Exercice 108 [00544 | [correction]
Soient f: I xR — R et u,v: I — R continues.
Montrer la continuité de la fonction

v(z)
:L'r—>/ flz,t)dt
u(z)

Exercice 109 [03756 ] [correction]
Soit f: R — R de classe C* vérifiant f(0) = 0.
Montrer que la fonction

f(z)

g:x— —
T

se prolonge en une fonction de classe C*° sur R et exprimer ses dérivées
successives en 0 en fonction de celles de f.
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Exercice 110 [00294 ] [correction]
Soient f : I — R une fonction de classe C* et a € R tels que

fla)=f'(a) =+ = f"D(a) =0

a) Montrer qu’on a pour tout = € I

T (e a—1
fa) = [ e

b) En déduire qu’on peut écrire f(x) = (x — a)®*g(z) avec g de classe C* sur R.

Transformée de Fourier et intégrales apparentées

Exercice 111 [ 00547 ] [correction]
On pose

+oo s
Z1x / e(—1Hi)t q¢
0

a) Montrer que z est définie, de classe C* sur R et vérifie
-1
! _

b) En déduire l'expression de z(x) sachant 2(0) = /7/2.

Exercice 112 [00549 ] [correction]
En dérivant la fonction déterminer ’expression de la fonction

+o0o 5
g(x) :/ e etrdt

—00

Exercice 113 [o03211] [correction]
On considere
+o0 itT
P T / L
7 o 1+¢2

a) Montrer la définie et la continuité de ¢ sur R.
b) Montrer que ¢ est de classe C* sur R* et montrer que

+o0 teitw

! =1 —dt
o () / L

c¢) Montrer que pour = > 0,

+o0 iU
(x :i/ U qu
() o x2+u?

et déterminer un équivalent de ¢’(z) quand = — 0.
d) La fonction ¢ est-elle dérivable en 07

Exercice 114 [02499 | [correction)]
On étudie

+o0 5
flx) = / e ' cos(wt) dt
0
a) Donner le domaine de définition de f.
b) Calculer f en formant une équation différentielle.

c¢) Calculer f en exploitant le développement en série entiere de la fonction
cosinus.

Exercice 115 [00554 ] [correction]
Existence et calcul de

+oo R
g(x) :/0 e " cos(xt)dt
sachant g(0) = \/m/2.
Fonction d’Euler

Exercice 116 [00560 ] [correction]
Démontrer que la fonction

“+oo
'z~ / t* et dt
0

est définie et de classe C* sur |0, +o0.

Exercice 117 [o00561 ] [correction]
a) Démontrer que la fonction I' donnée par

+oo
I'(z) = / t* et dt
0
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est définie et continue sur 0, +oo]. c) En réalisant le changement de variable ¢ = n 4 y+/n, transformer l'intégrale
b) Démontrer que la fonction I est de classe C? sur |0, +ool. I'n+1) en

¢) En exploitant I'inégalité de Cauchy Schwarz, établir que la fonction x — InT'(x) n™ +oo

est convexe. —/n /

oll fu(y) =0 pour y < —v/z, 0 < foly) < e ¥/2 pour —v/t <y <0 et

0< fuly) (A +y)e¥poury>0ett>1.

d) En appliquant le théoréme de convergence dominée établir la formule de
Stirling :

+o0 I~ A/ n"
/ ln(t)e*t dt n: 2mn en
0

a) Montrer que pour tout ¢t € [0,n],

Exercice 118 [o00562 ] [correction]
L’objectif de cet exercice est de calculer

Exercice 120 [02537] [correction]
a) Donner le domaine de définition de la fonction

¢ n—1
0< (1 — ) <ee?
n +oo
'z~ / t*le=t dt

b) Etablir que
b) Calculer 'intégrale

n ¢ n—1 +o0
lim In(t) <1 — > dt = / In(t)e " dt n
n—+o00 0 n 0 / t$ 1 (1 — ) dt
0

¢) Expliquer rapidement pourquoi (1 %) converge vers e~! et montrer que

n n—1 1
t 1—-u)" -1
/ In(t) (1—-— dt =1nn +/ A-w"-1 du . n*n!
0 n 0 u I'(z) = lim

n—-+o0o I(I+1)(I’+n)

¢) Observer que

d) Conclure que

+oo
/ In(t)e " dt = —v Exercice 121 [o0941 ] [correction]
0 Etablir que pour tout > 0

/1 tm—l —t dt _ +§ (_l)n
0 ¢ B nl(x 4+ n)

ou 7 désigne la constante d’Euler.

Exercice 119 [ 02635 ] [correction]

On rappelle f+oo et dt = LT . . 93 4 2
Pour 2 > 0, o pose 2 Applications au calcul d’intégrales

+oo
—tyz—1
['(z) :/ e ittt Exercice 122 [00535 ] [correction]
0 Soit f : [0, +00[ — R définie par
a) Montrer que cette fonction est définie et indéfiniment dérivable sur ]0, +oo].
On étudiera la régularité en se restreignant a = € [a, b] C ]0, 4+00]. o) /1 e~z (1+t?)
0

b) Calculer I'(n + 1) pour n € N. 1+ ¢t2 d
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a) Montrer que f est dérivable sur [0, +o0o[ et exprimer f'(z).

b) Calculer f(0) et Em /.
c¢) On note g P'application définie par g(x) = f(x?). Montrer

d) Conclure

Exercice 123 [03654 ] [correction]
L’objectif de ce sujet est de calculer

o0 et
1:/ °_ar
0 \/E

+o0o e—zt

Fe) =) o™

Pour = > 0, on pose

Justifier que la fonction F' est bien définie

Calculer F'(0) et la limite de F' en +oc.
) En déduire la valeur de 1.

a)
b) Déterminer une équation linéaire d’ordre 1 dont F' est solution sur |0, +o00].
¢)
d

Exercice 124 [02638] [correction]

On pose, pour x = 0,
too 1 — cost
F(x) :/ e_”titgos dt
0

a) Montrer que F est continue sur [0, +o00[ et tend vers 0 en +oo.
b) Montrer que F est deux fois dérivable sur |0, 4+o0[ et calculer F”'(x).
¢) En déduire la valeur de F'(0) puis la valeur de l'intégrale convergente

+oo i
sint
/ i dt
0 t

Exercice 125 [00542 ] [correction]
a) Justifier la convergence de l'intégrale

+oo o
sint
I :/ —dt
O t
b) Pour tout x > 0, on pose

+oo —xt o:
sin ¢
F(a:):/ ¢ st ;m dt
0

Déterminer la limite de F' en +o0.
c) Justifier que F' est dérivable sur |0, +o00[ et calculer F’
d) En admettant la continuité de F' en 0 déterminer la valeur de I.

Exercice 126 [00543 ] [correction]
Pour x € R et t > 0, on pose f(x,t) =e “'sinct on sinc (lire sinus cardinal) est
la fonction t + St prolongée par continuité en 0.

Tt
Pour n € N, on pose

(n+1)7
un(a) = [ e par

s

a) Montrer que up(z) = (—1)" [ gn(z,u) du avec gn(z,u) qu’on explicitera.
b) Montrer que la série de fonctions de terme général u,, converge uniformément
sur RT.

+oo
¢) On pose U(x) = > un(z). Justifier que U est continue et expliciter U sous la
n=0

forme d’une intégrale convergente.
d) Montrer que U est de classe C! sur ]0, +oo[ et calculer U’(x).
e) Expliciter U(x) pour x > 0 puis la valeur de

+oo :
U(0) = smi gy
t
0

Exercice 127 [02872] [correction]
Pour z € RT, soit
+oo s
sint
o) = / St gy
0 t

a) Justifier la définition de f(x).

b) Montrer que f est classe C! sur RT*.

c) Calculer f(z) si x € R**.

d) Montrer que f est continue en 0. Qu’en déduit-on ?
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Exercice 128 [o00541 ] [correction]
On consideére les fonctions f et g définies sur R par :

+oo L —uxt +oo s
e sint
= ——dtet = dt
f(m) /0 1+1¢2 ¢ g(a?) /0 T+t

a) Montrer que f et g sont de classe C2 sur R** et qu’elles vérifient I’équation
différentielle

1
y// +y=-—
x
b) Montrer que f et g sont continues en 0

¢) En déduire que
+oo ;
sint
/ sint ., _ T

Exercice 129 [ 00550 ] [correction]
Soit F' la fonction définie par :

[T arctan(at)
F(z) = /0 A dt

a) Montrer que F est définie et de classe C! sur RY.
b) Déterminer l’expression de F'(z).

c¢) Calculer
+°° arctan® t
———dt
12
0

Exercice 130 |[o03312] [correction]
a) Montrer que pour tout > —1

1 T
In(1 t In2 In(1+¢
/Mdﬁ:Lammﬂmuﬂz)_/ In(l+1) 4
o L+t 2 8 0 14t2

b) En déduire la valeur de

1
1
/ n(1+t)dt
0o 1+1?
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Exercice 1 : [énoncé]
A chaque fois, on vérifie que les fonctions engagées sont continues par morceaux.

a) Sur [0, 7/4[, tan™ x AN [tan™ 2| < 1 = ¢(z) intégrable sur [0, 7/4[ donc

/4
un%/ 0dx =0
0

b) Sur [0, 4o00], ﬁ vs, f(z) avec f(x) =e ® sur [0,1] et f(z) =0 sur
11, +o0l.
De plus ‘W’ < e™ % = p(x) avec p intégrable sur [0, +o00[ donc

1
_ e—1

Un—>/ e ¥dx =
0 e

Exercice 2 : [énoncé]
En découpant I'intégrale

1 " +oo "
=] —%—d S
" /0 1+ a2 x+/1 1+ ant2 7

En appliquant le théoréme de convergence dominée aux deux intégrales, on obtient
Hoo d:c
I, — / =

Exercice 3 : [énoncé]

A chaque fois, on vérifie que les fonctions engagées sont continues par morceaux.
a) Ici, on ne peut appliquer le théoréme de convergence dominée sur [0, +oo[ apres
une majoration de |sin x| par 1 car la fonction dominante ¢(x) = 1/22 ne sera pas
intégrable sur ]0, +oo[. Pour contourner cette difficulté, on découpe l'intégrale.

OO gin™ z Lgin™ 2 T gin™ g
Uy, = 5 dx = dx + 5 dx
0 z 0o 2 1 T

1
S/ |sin"*2(;1:)| dzx car [sinz| < |z
0

Sans difficultés, par le théoréme de convergence dominée

et donc

Aussi

+oo
/1

1
/‘sin"‘2
0
1 sin™ x
0 x

400 |.s n
5 dm‘ </ \sm;c| dx
1

sin” x

X

z)| dz — 0

dz — 0

X

Or ‘{’mxl <5, f(x) avec f(x) =0 pour tout = # w/2 [n].

|51nm\

De pth

puis u, — 0.
b) On écrit

On a

et

en vertu du théoréme de convergence dominée et via la domination

sur [1, +ool.

Ainsi u,, — 1.

c¢) On écrit

On a

et

< I% = p(z) avec @ intégrable sur [1, +o00[ donc

+00 |,z n —+00
/1 |bmf|dx—>/l flx)de=0

1
w = |
0

1 n
/0 a2 41

T

" dx

"™ dx

" dx /+°° " dx
2 4] 1

2 41

! 1
‘é/z"dx—
0 n+1

o0 n +o0 dz )
1 a2+ 1 notoeo ) x2

_x’
zn+2+1

1

" dx +/+°° " dx
z2n 41 1 z2n 41

N

1
1
/ z"dx =
0 n+1

< +°°dx7 1
=N . n—1
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donc u,, — 0.
On peut aussi appliquer le théoréeme de convergence dominée mais c’est moins
efficace.

Exercice 4 : [énoncé]

Posons (nt)

sin(nt
t—

I nt + 2

La fonction f,, est définie et continue par morceaux sur ]0, +00[.

Quand t — 0F, fu(t) ~ 5 — 1.

Quand ¢ — +00; fu(t) = O (7).

On peut donc affirmer que f,, est intégrable sur ]0, +o0].

Pour ¢ € ]0, +o00].

Quand n — 400, f,(t) =0 (%) donc la suite (f,,) converge simplement vers la
fonction nulle.

De plus, pour t < 7/2, on a, sachant |sinu| < |u],

nt
n(t)| < <1
)] < ="
et pour ¢t > /2,
1 1
) S —35 < 3
[ 0] nt + t2 12

Ainsi | f,| < p avec
PN 1 site0,7/2]
v 112 site]n/2, 4o
La fonction ¢ étant intégrable sur ]0, +00[, on peut appliquer le théoréme de
convergence dominée et affirmer

+oo
un—>/ 0dt=0
0

Exercice 5 : [énoncé]
La fonction intégrée ne converge pas simplement en les t = 7/2+ 7  [27]. Pour
contourner cette difficulté on raisonne a l’aide de valeurs absolues.

+o0 +o0
/ e 'sin”(t) dt’ < / e ! [sin™ ¢| dt
0 0

On a
Fult) = et sin™(6)] <35 f(t)

avec 2 ]
0 sit#£w/2 &
t) = .
() { et sinon
Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux et

@) < e = (1)

avec @ continue par morceaux intégrable sur [0, +oo[ donc par convergence

dominée :
“+oo

—+o0
lim e 'sin™(t)dt :/ f)ydt=0
0

n—roo 0

Exercice 6 : [énoncé]
Les fonctions données par

falt) = (L4+3/n) "
sont définies et continues par morceaux sur R. ,
La suite de fonctions (f,) converge simplement vers f avec f(t) = e™* définie et

continue par morceaux sur R.
Soit t € R fixé et considérons

o:x —xln(l+t2/z)
définie sur [1, +oo].
En étudiant le signe de ¢”, on démontre ¢’ est croissante. Or Em ¢ =0 et donc
oo
¢’ est négative.

La fonction ¢ est donc décroissante et par conséquent, pour tout n € N*

2 —n
Fal®)] < (1 n t) — exp(p(n) < exp(p(1))

n

1
142

La fonction ¢ — 1/(1 + t?) est intégrable sur R.
Par convergence dominée

“+o00 t2 -n +o0 2
/ (1 + ) dt —— et dt
n

o n—-+o0o o

Exercice 7 : [énoncé]

La fonction t — est continue par morceaux sur [0, 4+oco[ et on observe

1
(1+t3)m
1 1
(1 +13)" t—otoo t37
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avec 3n > 1 donc l'intégrale f0+°° ﬁ est bien définie pour n > 1.

Par application du théoréme de convergence dominée (en prenant ¢(t) = H%
pour dominatrice), on obtient

teo At
lim =0
n—too Jo (1 +t3)"
La décroissance de (|u,|) et la positivité de I'intégrale étant des propriétés
immédiates, on peut appliquer le critére spécial et affirmer que Y u,, converge.

Exercice 8 : [énoncé]

Soit n € N*.

La fonction x — e™*  est définie et continue par morceaux sur [1,+oo[. Etant de
plus négligeable devant 1/z2 quand & — +o00, on peut affirmer qu’elle est
intégrable et on peut donc introduire

—+oo
/ e dx
1

Par le changement de variable C! strictement monotone donné par la relation
t = x™ , on obtient
oo Foo gt
n/ e " dz= / — Mt
1 1 t

—t
e
fn:ti—>—t L/

"

Posons alors

Les fonctions f,, sont définies et continues par morceaux sur [1,+oo].
La suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction

et pour tout n € N

|fn(t)] <e™' = (1)
avec ¢ fonction continue par morceaux et intégrable puisque t2(t) T 0.
On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée et affirmer

+oo " +oo e—t
n/ e ¥ da= / Ttl/" dt ———
1 1

n—-+oo 1

+oo —t
e
—dt
t

Exercice 9 : [énoncé]

fn est définie et continue par morceaux sur |0, +oo].

Quand x — 0T, f,(z) — %, on peut donc la prolonger par continuité.
Quand x — +o00, fn(z) =0 ().

Par suite f,, est intégrable sur |0, +oo].

+oo
v = / nln(l 4+ x/n) da
0 z(1+ x?)
Posons
nln(l+x/n)

(1 + 22) = nfn(@)

gn(z) =

Pour z > 0, quand n — 400, g,(z) — ﬁ
De plus, sachant In(1 +u) < u, on a |g, ()| < 1752

Par convergence dominée,
o dx ™
Up, — — =
" o l+a2 2

= p(x) avec @ intégrable.

Exercice 10 : [énoncé]
Par changement de variable

Mn:/olf(ns)ds

Par convergence dominée
L —> 4

Exercice 11 : [énoncé]
Considérons la suite des fonctions u, : [0,1] — R déterminée par u,(t) = f(¢").
Les fonctions u, sont continues par morceaux et par continuité de f

[ f0) site]o,1]
un(t) n—+4o00 (t)d_éf{ f() sit=1

La suite de fonctions (u,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction u
continue par morceaux.

Enfin, la fonction f étant continue sur un segment, elle y bornée ce qui permet
d’introduire

M = sup |f(t)|
te0,1]
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Puisque
vt € (0,1, [un(t)] < M

avec t — M intégrable sur [0, 1], on peut appliquer le théoréme de convergence

dominée et affirmer

1 1
éju)dpﬁ[;mwa:fm)

Exercice 12 : [énoncé]
Par le changement de variable u = nt

+oo
I, = / flu/n)e™ ™ du
0
Par convergence dominée, sachant

[f(u/m)l < [[flle™ = o(u)

avec ( intégrable, on obtient

+oo
I, — /0 f(0)e " du = f(0)

Exercice 13 : [énoncé]
Par le changement de variable u = nz,

[y (Y

1+ n2x2 1+ u2

Posons alors f,, : u — L% définie sur R .

1+u2
La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers
f(0)
TR
foo i u 1+ w2

Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur RT.

W — ()

| fn(w)] <

avec ¢ intégrable sur RT.
Par convergence dominée,

/+OO n dz /+°° IO du =
o 14+n2z? notoo Jo o 14 u?

Exercice 14 : [énoncé]
a) Pour z > 0, posons

+oo
up(x) = /0 ncost(sint)" f(xt) dt

L’intégrabilité de f assure que u,(x) est bien définie.
Puisque f’ est intégrable, la fonction f converge en +oo et, puisque f est aussi
intégrable, f tend vers 0 en 4+o00. Par intégration par parties, on obtient alors

n

+o00
up(z) = ~ /0 (sint)"af!(xt) dt

Posons g, () = |sint|" ™ 2 f’(at) dt.

Chaque fonction g,, est continue par morceaux.

La suite de fonctions (g, ) converge simplement vers une fonction continue par
morceaux, nulle en chaque x # 7/2 + k.

La fonction limite simple est continue par morceaux.

Enfin on a la domination

lgn ()| < 2f'(2t) = o(t)

avec la fonction ¢ intégrable.
Par convergence dominée

et par comparaison
Up(x) —— 0

n—-+o0o

b) On vient déja d’obtenir une convergence simple de la suite de fonctions (uy,)
vers la fonction nulle. Montrons qu’en fait il s’agit d’'une convergence uniforme.
Par changement de variable

n

+o0
wnle) = = [ GG/ )

n+1

Soit £ > 0. Puisque la fonction f’ est intégrable, il existe A € RT tel que

+oo
| irwlduse

A

et alors

A
fun()| < M [ fsn(u/z)[ " du +- avee M = max |£/(w)
0 ue|0,
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Pour z > 4A/7, on a
Yu € [0, A],0 <

8

SRS

< — <

PP

et donc
A

\/in+1

A
/ Isin(u/z)|[" " du <
0

Pour & < 4A/7, on a par changement de variable

A Alx
/ Isin(u/z)|"" du = a:/ |sint[" T d¢
0 0

Pour k entier tel que km < A/x < (k+ 1)7.

A (k4+1)m T

/ Isin(u/)|" " du < x/ lsint|" ™! dt = x(k + 1)/ (sint)"*+1dt

0 0 0

Or z(k+1)mr < A+ 27 < 5A done
A
/ |sin(u/z)[" T du < 54
0

Finalement, pour tout x > 0,

AM

|un(x)] < BAM + 7\/71“ +e

et donc pour n assez grand, on a pour tout x > 0.

Jun(2)] < 2¢

Exercice 15 : [énoncé]

Posons ( 2/ )n : :
1—-1t%/n site|0,n
fnlt) = { 0 sinon

Pour t € [0, 4+00[, & partir d’un certain rang t > n et

fu(t) = (1 - i)” = exp (nln (1 - t;)) et

Ainsi, la suite (f,,) converge simplement vers f : ¢ — et

En vertu de l'inégalité In(1 + u) < w, on obtient

()] < e = (t)

et ce que t € [0,n] ou non.
La fonction ¢ est intégrable sur [0, +oo].
Par application du théoreme de convergence dominée,

n 2\ " oo
lim (1—) dt:/ e~ dt
n—4o0o 0 n 0

Exercice 16 : [énoncé]

Posons ) . 0
ri =0T

Pour z € [0, 400[, & partir d’un certain rang x > n et

fa(z) = (1 + g)"e_gm = exp (nln (1 + %) - 235) e ®

Ainsi, la suite (f,,) converge simplement vers f : z +— e™%.

En vertu de 'inégalité In(1 + u) < u, on obtient

(@) < €7 = p(x)

et ce que = € [0,n] ou non.
La fonction ¢ est intégrable sur [0, +o00l.
Par application du théoréme de convergence dominée,

n

T\ Foo
lim (1 + f) e ¥ dx = / e Pdr=1
0 0

n——+00 n

Exercice 17 : [énoncé]
Par changement de variable

n AT 1
/ \/l—i—(l—f) dzn = n/ vV1—umrdu
0 n u=l—z/n 0

Par le théoreme de convergence dominée

n—-+4oo

/On1/1+(1z)ndx~n

1
/ V1i—urdu — 1
0

donc
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Exercice 18 : [énoncé]

2
Posons f,(z) = (cos %)n siz €[0,n] et fr(x) =0six € |n,+o0.
Pour x € R*, quand n — -+o0,

fulz) = (cos %)n =exp (n’In (1 — 2®/2n* + o(1/n?%))) — e /2

Ainsi f, [C—>f avec f:x e~ /2,

, T 00
Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux.
Soit ¢ : [0,1] — R définie par ¥(t) = 1 — t?/4 — cost. Par étude des variations,

Vo € [0,1],4(z) =2 0

On en déduit que, pour = € [0, 7],

| ( x) w1 x? .
n(cos=)<n(l-—)<-—-"=
n 4n?2 4n?

Falz) <e /4

puis

Cette inégalité vaut aussi pour x € |n, +oo[ et puisque la fonction z — e~ /4 est

intégrable, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée pour affirmer
" z\" oo P
lim (cos 7> dx = / e 2y = [
n—+o00 /g n 0 2

Exercice 19 : [énoncé]

On a .
fot) [T
o 1+t u=ntj; 1+ u/n

= /O+<><> fn(u)du

flu :
fn(u) — { 1+(u/)n slu € [0771}

avec

0 siu € |n, 400

On a f, avs, f avec f, et f continues et |f,| < |f] =
morceaux intégrable sur [0, +oo[ indépendant de n.
Par convergence dominée

/;Oo frn(u)du — /OJFOO f(u)du

@ avec ¢ continue par

Exercice 20 : [énoncé]
On a

n! 1x2

: < x
Ot @FDET2)

k=1

avec ¢ intégrable sur [0, +oo.
Quand n — 400,

In ni In 1+

k=1

car In (1 + z/k) ~ x/k terme général d’une série & termes positifs divergente.

Par suite |
n!
—0

n

IT (k+=x)

k=1

puis par le théoréme de convergence dominée
Heo n!

lim — Az =0

Tl L (k)
k=1

Exercice 21 : [énoncé]
a) Appliquons le théoréme de convergence dominée.
Posons f, : [0,1] — R définie par

Ia(t) = F (Vn(0t — )
Pour t € [0,h/0[, on a f,(t) =1
Pour t € |h/§,1], on a fo(t) = 0
Enfin, pour ¢t = h/4d, fn(t) = F(0 )—>F(O)
Ainsi la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [0, 1] vers f définie par

1 sitel0,h/d]
f(t)y=1< F(0) sit=nh/s
0 sitelh/o,1]

Les fonctions f, sont continues et la limite simple f est continue par morceaux.
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Enfin
vt € [0,1], | fu(t)] <1 = (1)

avec ¢ continue par morceaux et intégrable.
Par convergence dominée,

1
I, *)/ Ft)dt =
0

b) Par la décroissance de F', on peut écrire

h/é h
/ ar ="
0 0

(k+2)/n
/ F (v/n(6t—h)) dt
(

k+1)/n /n

En sommant ces inégalités

(n+1)/n S
/ F (V/n(6t—h)) dt < = < I,

1/n ?
(n+1)/n
[
1/n

Par convergence dominée, on obtient de fagon analogue & ce qui précede, la limite
de ce terme et on conclut

et

(Va(st — h)) dt :/O F (Va(s(t + 1/n) — b)) dt

Sn ~ gn
Exercice 22 : [énoncé]
a) Considérons la fonction
o rlnz
L
7 22 -1

La fonction ¢ est définie et continue par morceaux sur |0, 1[.
Quand z — 0%, p(z) — 0 et quand z — 17,

rz Inz 1

e 7_>7
Pe)= o173

Puisque ¢ se prolonge par continuité en 0 et en 1, ¢ est intégrable sur ]0, 1].
Or

|fa(@)| = 2" ()] < |o(2)]

donc, par domination, la fonction f,, est elle aussi intégrable sur ]0, 1.

< %F (f <5k+1 - h)) /k(kHW F (v/n(t—h)) dt

b) La suite de fonctions f,, converge simplement vers la fonction nulle et est
dominée par la fonction intégrable ¢ donc par convergence dominée

Jn — 0
c) On a
1
Jp — Jpr1 = —/ et In(z) da
0

Réalisons une intégration par parties

a I2k+2 a a
—/E 2?* ! n(z) de = — {2k+ 5 lnxL —i—/6 2?1 Az

Quand € — 0T et a — 17, on obtient

Jp = 1 = ﬁ
et donc
+00 +00 1
T =l 2 (k=) = 2 g
Enfin par translation d’indice
X1
In = kz (2k +2)? Z k2

Exercice 23 : [énoncé]
a) (fn) converge simplement vers la fonction f donnée par

flx) siz € la, 1]
fle)y=9q F(1)/2 siz=1
0 size]l,b]

b) Sachant |f,(x)| < |f(z)| avec f intégrable sur [a, b], on peut appliquer le
théoreme de convergence dominée et on obtient directement le résultat proposé.
c¢) Par une intégration par parties

1
/ " () dt =

1

Emu+wvw];LHM1uwfwa

a
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D’une part

[;ln(l—ktn)f(t)] = =2f() + =

car In(1 + a™) — 0.
D’autre part

1t , 1., v 1 1
L uasmroa] < i [fea-o(L) <o (1)

sachant In(1 + u) < w.
Au final, on obtient
[ et ae="20 o}
a " n ’\n

Exercice 24 : [énoncé]
L’intégrale

| £tz - / fule
est bien définie.

Par le changement de variable x = u/n bijectif de classe C!

/ Ful@)g(z)dz = /nnb % (1 _ ;;>2n g(u/n)du = /j o (1) dut

hon(u) = f< ;;1)2”49(U/n)><[na,nb]
, (h

h,, est continue par morceaux
morceaux avec

avec

n) converge simplement vers h continue par

Pour n assez grand de sorte que |a/n|,|b/n| < 1 on a pour tout u € [na,nb|,
lu?/2nt| < 1/2 <1,

1 2 n(1—u?/2n 1 —u?
|hn(u)|:ﬁez In(1 /2 )gﬁe :<,0(U)

et cette inégalité vaut aussi pour u ¢ [na,nb.

La fonction ¢ étant continue par morceaux et intégrable sur R, on peut appliquer

le théoréme de convergence dominée et conclure sachant

+oo 5
/ e “du=+T7

— 00

Exercice 25 : [énoncé]

L’intégrale f o0 Int 4 est définie car la fonction ¢ — In(t)e™* est continue et
intégrable sur ]0, +oo[ puisque

Viln(t)e™d —— 0 et t*In(t)e”" —— 0
t—0+ t—+o00

Pour tout t € R, e~ est la limite de

U (t) = (1 - fl)nl X[0,n)(t)

Le n — 1 de ’exposant n’est pas usuel et peut trés bien étre remplacé par un n.
Néanmoins pour alléger les calculs & venir, le n — 1 est préférable. . .
On a

In(t)u,(t) — In(t)e™"

et
IIn(t)un (t)] < eln(t)e ™"

donc par convergence domine

o0 ¢ " t\"!
/ 2Pt = lim (1—) In(t) dt
0 0

et n—-+o0o

avec . .
/ n(1—u)" "n(nu)du = Inn + / nin(u)(1 —u)" ' du
0 0
et par intégration par parties

Ya—wn -1
u

/ nin(u)(1 —u)" ' du = [In(u)(1 - (1 —u)™)]s + / du
0 0

On notera qu’on a choisi (1 — (1 — u)™) pour primitive de n(1 — u)"~! car celle-ci

s’annule en 0 de sorte que l'intégration par parties n’engage que des intégrales
convergentes.
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Enfin .
1 1 1n—
1—u)*—1 -1
/ﬂdu:—/ v :—/ kadv
0 w o v—1 0 -0
puis
1 n
I-—w)"—-1 1
du=— —=—Ilnn-— 1
/0 " u ij nn — v+ o(l)
k=1
Finalement

Exercice 26 : [énoncé]
Pour tout ¢t > 0, on a

—t +oo
1 _ e :§ e—nt
et—1 1—et
n=1

donc

+oo “+o0
=) e =" falt)
n=1 n=1

Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur |0, +o0o[ et, en vertu de 1'étude
qui précede, la série Y f,, converge simplement et sa somme est continue par
morceaux sur |0, +oo[

Les fonctions f,, sont intégrables sur |0, +oo[ et

+oo +oo ot 1
/0 |fn(t)|dt:/0 te "t = —

qui est sommable. On en déduit que la fonction t — et%l est intégrable sur

10, 400 et
+o0 too
t 1
=3 =
[Ty

n=1
Exercice 27 : [énoncé]
Pour z € [0, 1], on peut écrire
_ 1)n 2n
5 (
1+= n=0

et pour z € 10,1, on a

(111.7,‘)2 +f( l)n Qn(l )2
5 = — nx
1+zx o

Considérons alors la série des fonctions

un(@) = (—=1)"a™" (In.z)”

Par convergence des séries précédentes, la série des fonctions wu,, converge
simplement vers la fonction z + (Inz)?/(1 + 2?). Les fonctions u,, et la fonction
somme sont continues par morceaux.

Chaque fonction u,, est intégrable et

1 1
/ |un ()| da = / z?(Inz)? dz
0 0

Par intégration par parties, on montre

1 2 9

On peut alors appliquer le théoreme d’intégration terme a terme et affirmer

1 2 +o0 n
(Inz) (-1)
=92 B ————
/0 a2 ;(Qnﬂ)i%

Exercice 28 : [énoncé]

Sur 10, 1],
Int a ( 1)"152”(1 )
:E - n
1+ ¢2 oy

Posons f,(t) = (=1)"t*" Int.
Les f, :]0,1][ — R sont continues par morceaux et la série de fonctions 3 f,

converge simplement vers f_‘; ;= elleméme continue par morceaux sur ]0, 1[.

1
/o | fn(t)] dt = @nsi2

et la série ) m converge donc on peut intégrer terme a terme la série de
fonctions et on obtient
+oo (—1)"_1

1
Int
dt = ) Intdt = Y s
/0 1+ Z/ " ;(271“)2
Ce dernier calcul est non trivial et fait référence a la constante de Catalan.
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Exercice 29 : [énoncé]
Pour t €]0,1[, on peut écrire

lnt Zt% Int

1 ) _1
t“"Intdt = ———
/o " (2n +1)?

Sachant que la série des intégrales des valeurs absolues converge, le théoreme
d’intégration terme a terme de Fubini donne

400

ont 1 3¢(2)
/0 1—t2dt__nz:%(2n+1)2__ 4

avec en substance la convergence de 'intégrale étudiée.

Exercice 30 : [énoncé]
a) Par intégration par parties,

n(1 1
/L—H)d In(1 + ¢) In(¢) /Ltdt
€

t 1+t
et quand € — 0, on obtient
In(1 1
/ In(l+1¢) +t / nt dt
0 1+¢

SN () (Ine)

b) Sur |0, 1]

Posons f,(t) = (1)1t Int.
Les f,, : ]0,1[ — R sont continues par morceaux et la série de fonctions > f,

converge simplement vers — 12 elle-méme continue par morceaux sur 10, 1[.

1+t
On a

! 1
/o | fa(t)] dt = CE

et la série ) m converge donc on peut intégrer terme a terme la série de
fonctions et donc

1 400 400 n +oo n—1
It 1 (-1) (-1)
— = Tt ntdt =y —— =)
/0 e Z/ =) TR T
n=0 n=0 n=1

c) En séparant les termes pairs et les termes impairs (ce qui se justifie en
transitant par les sommes partielles)

-2 (on+ 1)2 2 = 2 IV 2T 19
— n = (2p+1)2 = (2p) =n = (2p) 24=n

Exercice 31 : [énoncé]
a) Par une intégration par parties

1 1
tan ¢ Int
/ L T [In(t) arctan(t)]i - / LT
R t . 1+¢?

Sachant arctanttNO t, on obtient quand € — 0
—

1 1
tant Int

/ arctan dt:—/ nt .

0t o 1+2

avec convergence des intégrales proposées
b) Pour tout ¢ élément de ]0, 1],

Int = n—1,2n
“ToE = > (=1 (Int)
n=0

Posons f,(t) = (=1)"1?"Int.
Les f, :]0,1[ — R sont continues par morceaux et la série de fonctions Y f,

converge simplement vers — 11_1;:2 elle-méme continue par morceaux sur |0, 1[.

! 1
/0 | fn(t)] dt = @nt 1)

et la série 3 m converge donc on peut intégrer terme a terme la série de

fonctions et donc
1 +oo +oo
Int (=™
— dt = P Intdt =y ———
/0 112 Z/ " ;(2n+1)2

+oo

n—1
Rq : on aurait aussi pu exploiter arctant = > DT yoan+1,
n=0

2n+1
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Exercice 32 : [énoncé]
Pour ¢t > 0, on peut écrire

—+oo

smt
= E sint.e™™

est intégrable sur ]0, +oo] et

+oo +oo 1
|sint|e™ " dt < te " dt = —
0 0 n?

La fonction t — sint.e™ ™t

est le terme général d’une série convergente donc par le théoréme de Fubini

sm t

d’intégration terme & terme t — 327 est intégrable sur J0, 4+-oof et

+oo +oo +oo
sint
/ d = Z/ sint.e”™ dt
0

+oo +o0 ) 1
/ sint.e”" dt = Im/ elm it qt =
0 0

avec

Finalement

+oo  ;
t 1
[ are-m
0 et —1 n+1
n=1

Exercice 33 : [énoncé]
Les intégrales considérées sont bien définies.
Par intégration par parties,

vt m
I, = Inz)™| — I,(m—1
m) = [ )| = S hm =)
Ainsi (—1ym
=_\ [
En particulier
In(n) (71)

o _ )
b) ™ = > *——(zInz)".
n=0

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues,

1 +o0 +oo
=3 (=n" -3 1

n=0 : n=0

Exercice 34 : [énoncé]

On a N
1 _ —zlnx __ Oo(_l) (LL'IH{,E)
x7 ¢ _nz::o n!
donc
+oo
- [ >h
10,1] ,—o
avec

(=1)™(zlnz)”
n!

fu(z) =

Les f, sont continues par morceaux, »_ f, CS vers une fonction continue par
morceaux sur |0, 1].
Les f, sont intégrables et

/ £l :/ (-1)"x '(lnx) da
10,1] 10,1] n.

1

! 1 n !
nl n — n+11 n _ nl n—1
/E 2" (Inz)" da {n+1x (Inz) L n+1/5 2"(Inz)" ™" dx

Or

donc quand € — 0

n

2" (lnz)"dx = — / z"(Inx)"'dx
/]o,u nt 1o

Ainsi

-1 I —1)"p!
/ 2"(Inz)"da = (-1)" n_n /;Endx:¥n1
10,1] n+ln+1 n+1)J (n+ 1)+

Par suite

/ |fn| dz = CEE et Z/ | fn| converge

Par le théoreme d’lntegratlon terme a terme de Fubini, on obtient que I'intégrale
étudiée et définie et

1
*—Z/ folz dz—ZW

puis le résultat voulu.
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Exercice 35 : [énoncé]
Par la série exponentielle, on peut écrire pour ¢t > 0,

+oo

_ Z (—1)" (tInt)™

n=0

t7! = exp(—tInt)

Pour procéder & une intégration terme a terme, posons u,(t) = (=1)"(¢tInt)™/n!
pour ¢ € 10, 1].

Les fonctions u,, sont continues par morceaux et la série de fonctions > u,
converge simplement sur |0, 1] vers la fonction ¢ — ¢~¢ elle-méme continue par
morceaux.

Les fonctions u,, sont intégrables sur ]0, 1] car on peut les prolonger par continuité

en 0 et ) .
/O|un(t)\dt:(—1)”/o (1) it

Par intégration par parties

1

/ (tInt)"dt = { (lnt)”} — / t"(Int)" "t dt
c n+1 n+1 /.

€

En passant a la limite quand € — 0, on obtient

1 1
n
tlnt)"dt = — t"(Int)" "t dt
/O(H) n+1/0 (Int)

En itérant le procédé on obtient

! noa (1)l
/0 (tlnt) 0115_7(n+1)mrl

/'“" )| di = (+1>n+1:0<n12>

- 1 4 _— N
La série fo |u,| étant convergente, on peut intégrer terme a terme et l'on
obtient

et ainsi

+oo 1

1
t~tde = —_
/0 ’ ; (n+ 1)t

avec existence de l'intégrale en premier membre.

Exercice 36 : [énoncé]

a) fp.r est définie et continue par morceaux sur |0, 1].

Quand z +— 07, \/zf, x(7) = 2PT/2(Inx)* — 0 donc f, x(z) = o (1/y/).
Par suite f, ; est intégrable sur ]0, 1].

b) Par intégration par parties

k
Kp,k == *pr,k—l
¢)
(—1)*k! (—1)*k!
K,j=—4t—K,0o= —+——
PET R T (pr DR
et donc
7o B (—1)™n!
n — Bnn — (Tl+1)n+1
d) x Z (“nz) pour tout z € ]0,1].

n=0
Posons fy, : z +— X (zInz)™.
Les fonctions f, sont continues par morceaux et intégrables sur |0, 1].
La série Y f, converge simplement sur |0, 1] et sa somme, qui est z — a7, est
continue par morceaux sur |0, 1].

Enfin )
1 1
100 2= o = )

est terme général d’une série convergente.
Par théoréme d’intégration terme a terme, x — z” est intégrable sur 0, 1] et

1—/ T dx—Z/ fula dxf(n(JrB:H

Exercice 37 : [énoncé]
Pour z €]0,1[, on a

Zx lnxp—an

n=0
avec fn(x) = 2" (Inx)P sur |0, 1[.
“+o0
Les fonctions f,, sont continues par morceaux et la somme Y f, Pest aussi.
n=0
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Les fonctions f, sont intégrables sur |0, 1] et par intégration par parties,

1 B 1 . _ p|
/o \fn|—(—1)p/0 € (hlfc)pdl"—m

Puisque la série > [|f,| converge, le théoréme d’intégration terme & terme de

Fubini donne
(Inz)P )dar =(—1)" '+°o 1
0 l—m Z f” T== )p'Z;mHl

avec en substance existence de l'intégrale et de la série intoduite.

Exercice 38 : [énoncé]
Pour z > 0,
z _ xlnx __ = (mlnx)"
Bt =ethT = o
n=0
donc
1 +oo
¥ dxr = / fn
/ o 22
avec (z1nz)
zlnx)”
o) ="

Les fonctions f, sont continues par morceaux, Y f, converge simplement vers une
fonction continue par morceaux sur ]0,1].
Les fonctions f,, sont intégrables et

/ X :/ (- x '(lnx) da
10,1] 10,1] n:

1 1 1 1
/ 2"(lnx)" dz = [x”“(ln m)"} - / 2" (Inz)" ' dx
€ €

n+1 R n+1

Or

donc quand € — 0

/ 2"(lnz)"de = — / z"(Inz)"'dx
j0.1] nA 1o

Ainsi

[ty =yttt L [ o S
10,1] n+1ln+1 n+1J, (n + 1)n+1

Par suite

/ [fol do =

et il y a convergence de la série ) fo | frl
Par le théoreme d’intégration terme a terme, on obtient que l'intégrale ji

est définie et
—1)»

n=0

n+ 1)n+1

xT
01 T dx

puis le résultat voulu.

Exercice 39 : [énoncé]
a) Sur [0, 1[, la série de fonction Y f, converge simplement et sa somme est

T

+oo
nz::lfn(x): 1_1,(1_\/5): 1+

B

Cette fonction somme est continue par morceaux sur [0, 1[.
Les fonction f, sont intégrables sur [0, 1] et

1 1 1
[ ir@iar= [ r@ar = s

Ce terme est sommable et I’on peut donc intégrer terme a terme ce qui donne

too ,1 1
T
3, e = |

b) Ainsi

= §—21n2

+o00 1
Z;:/ L
— (n+1)(2n+3) 0o 1+vzx  u=yz 3

Exercice 40 : [énoncé]
Pour z € [0, 27], on peut écrire

—+oo
2cosx 2" cos" x
D Dl
n!

n=0
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Posons Exercice 42 : [énoncé]
2" cos” x Si 1 al
fuize (0,20 o 2" o] < 1 alors
n!
Les fonctions f, sont continues et la série de fonctions Y f,, converge 2m gint 2m Gi(n=1)t 2m +°° Foiln—(k+ 1))t
normalement sur [0, 27r] puisque /0 ot _ g dt = /0 1_ ge—it dt = / dt
< 2n — 1 7.
||anoo ST o oz Par convergence normale de la série
On peut donc intégrer terme a terme pour obtenir et dt = +ZOO ok o ei(n—(k+1)t gy — 2ra™ "l sin>1
" 0 it 0 sinon
27 oo 277, 27
/ 28T qg = Z—'/ (cosz)™ dx
0 o Jo Si |a| > 1 alors
Par intégration par parties (cf. intégrale de Wallis) 21 int = 1 2w gint G +§ 1 21 ) gy —ora™ 1l sin <
2m n—1 [ ) 0 et—a aly, 1—c¢i/a ak+1 0 sinon
/ (cosz)" dx = / (cosz)"*dz k=0
0 n 0
Sachant 27 27 Exercice 43 : [énoncd]
/ (cosz) dx = 27 et / (cosz)'dz =0 Par sommation géométrique
0 0
n obtient —at
? V>0, —— - Z te~(atnb)t
o 2 (2p)! o 2p+1
/ (COS _’L‘) Pdr = Qﬂm et / (COS Q}) P+ dr =0
0 p: 0
Posons f,, : R™* — R définie par
et donc
T deosa g NS 2P @p) N 2 fult) = e~ (a0t
o T L G T L
p=0 p=0 Les fonctions f,, sont continues par morceaux, la série de fonctions Y f,, converge
simplement sur ]O, +oo[ et sa somme est continue par morceaux puisque c’est la
Exercice 41 : [énoncé] fonction —at
£ 1©
27 ezn@ +°° 10 1 — e bt
Z Qk e do Les fonctions f,, sont intégrables sur |0, 4+o00[ et par intégration par parties
Par convergence normale de la série de fonctlons sous-jacente sur [0, 27] / ] = / too I = 1 B (1)
n| — n — -
oo Kk p2m [0,4+00] (a + bn)? n?2
(-1) (n+k)8
=Y e do . - . e it b
2k+1 [ Puisque la série Y [|f,| converge, on peut appliquer le théoréme d’intégration

terme a terme de Fubini et on obtient
Or fo% eP?df =0sip#0et fo% e df = 27 sip = 0.

, +oo tefat
Par conséquent dt / = / —
q /0 S Sy - fnn an)

I,=(-1)"2"rsin<0et I, =0sin>0 (0,400 =g
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Exercice 44 : [énoncé]
La convergence de I'intégrale proposée est facile.
En découpant I'intégrale :

+o00 —z/n +oo (k+1)m —x/n +00 T —z/n
/ eizdeE:/ eizdeE:e_kﬂ/n/ 672(196
0 1+ cos?zx = Jkr 14 coszx P o 1-+cos?zx

Dans la somme proposée, le terme intégrale ne dépend de 'indice sommation donc

+oo —z/n +o0 T —x/n 1 a —z/n
/ B 5—dr = Z e km/n / © de = / ¢ dx
o l+4cos?z — o l+4cos?z 1—e 7/ J; 1+cos?z

Quand n — 400,
1 n

l—ec/n 7

/” e=®/n /” dz
———dz — —
o l+4+cos?zx o l+4cos?zx

par application du théoreme de convergence dominée.
Par le changement de variable ¢ = tan x inspiré des régles de Bioche,

T dx /2 dx oo dt T
o 1+ cos?zx o 1l+4+cos?zx 0o 2+t V2

1 [t ee/n 1
1 / de €
nJo l4+cos?z n—+oo /2

et

Au final

Exercice 45 : [énoncé]
a) On a

/2

/2
un (1) = / sint(cost)"™ dt cos™ ! t}
0

1
n+1
La série de terme général u, (1) est divergente.
b) Pour a < 1,

0 :n+1

Vit €]0,7/2], (sint)® > sint

et donc u, (@) = u,(1).
On en déduit que la série de terme général w, () est alors divergente.

Pour o > 1. La série des u, () est une série & termes positifs et

n /2 1 L)+l
Z ug(a) = / (sin t)“ﬂ dt
k=0 0

1 —cost

donc . P
T/ (sint)®
Z ug(a) < / (sint)? dt
o 1—cost
k=0
avec l'intégrale majorante qui est convergente puisque
(sint)® t*

2
A\ . +
1 —cost 2= g quand ¢t — 0

Puisque la série & termes positifs Y u,(«) a ses sommes partielles majorées, elle
est convergente.

¢) Par ce qui précede, on peut intégrer terme a terme car il y a convergence de la
série des intégrales des valeurs absolues des fonctions. On peut alors écrire

sin® ¢

+o0 /2 /2
E / sin®tcos" tdt = / —dt
= Jo 0 1 —cost

Pour a = 2 12 ) /2
s : t ™
/ Ldzt:/ 1+4costdt =~ 41
0 1 —cost 0 2

w/2 .3
t
/ sin a
0 1 —cost

Exercice 46 : [énoncé]
a) Par intégration par parties on obtient une relation de récurrence qui conduit a

Pour o =3

7T/2 3
:/ sint(1 + cost)dt = =
O 2

1 Im!
/ (1= ) dp = —
0 (n+m+1)!

En posant u, le terme général de la série étudiée, on observe
assure la convergence de la série.

1

“otl 2 ce qui

Un

+oo
b) Sy = > fol 2™(1 — )"~ dz. Par convergence de la série des intégrales des
n=1

valeurs absolues, on peut permuter et obtenir

/1 zdz T
Sfl = —
o 1—z(1—2) 33
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Puisque

2n + 2 dn+2 [ 2n
n+1) n+1\n
4 2 1 1

m+2\ n+l/om+2\ [2n (+)
n+1 n—+1 n

En sommant pour n allant de 1 & +o00, on obtient

i(5-1) -2 (50 1) =

1+25_4
3
¢) On multiplie la relation (x) par (n + 1)? et on développe le (n + 1)P du second

membre et en sommant comme ci-dessus, on saura exprimer 3.5, en fonction des
S, avec ¢ < p.

on observe

puis

So =

Exercice 47 : [énoncé)

a) froz— ﬁ est définie, continue sur [0, +oo[ et f(z) ~ —-% donc

Tr—+00
oo f(x)dz est définie.

0
b)
a n2_$2 a 1 a .’EQ
— _dz= | ——dz -2 ————d
/(; (n2+x2)2 z /0 n2 4+ g2 z A (n2+:c2)2 z

et ) u
@ T 1 z 1 [ 1
" dp=- |- - —— 4
/0 (n? 4+ 22)? . 2{ n2+x2}0+2/0 n2 + 2 .
donc
@ p2_ 2 a
/ dx =
o (n?+a2)? nZ + a2
Par suite

/+0° fx)dz = lim af(x)dx =0
0

a——+o0 0

+ _
La série Z IR e (77“7;2)2 dx est convergente et de somme nulle.
n=1

¢) Pour z € [0, q],
n? — z?

(n? 4 x2)?

n2+a2

n4

et

4o
Zn +a < 10

+oo n2
donc Z ﬁ converge normalement, et donc uniformément sur [0, a]. Par

+ +
n2—|—x2 n2+x2

d) La fonction z — {5 est décroissante et intégrable sur [0, +-00[ donc par
comparaison série- mtegrale

sulte
—+oo

=Y

n=1

—+oo

—+oo
a
5 \ ~ d
/1 $2+a2 E:n2+a2 / 221 a2 "

Or
Foe a rytee w 1
- dx = [arctan f} = — — arctan —
1 4 +a ali 2 a
et
too g r]te 7
- dx = [arctan —} = —
0 ¢ +a alo 2
donc

+oo
. a
lim z :ﬁzi
a—+oo ‘N +a 2
n=

3

e) Ci-dessus :

a +o0

. n? — 2 T
1m E = —
a—+00 n2 + 3:2 2

/+oo +§ n? — z2 1
— 5 dw
0 — (n? + 22)2

n=

donc l'intégrale

est convergente et vaut 7/2.
Le résultat different de celui obtenu en b). Il est donc faux ici de permuter somme
et intégrale. Document7
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Exercice 48 : [énoncé]
a) anpy1/an — 1/e < 1.
b) Posons

+oo
In:/ thet dt
0

Par intégration par parties, on obtient I, = al,‘il d’ou

+oo
a, = n/ e dt
0

¢) On a
+oo

+00 400
San=d [ wrerta
n=1 n=1"0
et la série

“+oo
nt"e ™| dt = an
S [ e a =y

converge donc on peut intégrer terme a terme et on obtient
Foo too

+oo
> an = / > ntmem dt
n=1 0 n=1

avec
—t

+o00 +oo te
1—¢ —t tn —nt _ tn -nt _ _ "
( e™") ; nt"e ; e T o=t

d’ou la conclusion.

Exercice 49 : [énoncé]
a) Posons u, (t) = 1/(1 4 t™) sur |0, 1].

La suite de fonctions (u,) converge simplement vers la fonction ue : ¢ — 1.

Les fonctions u,, et la fonction u., sont continue par morceaux.
Enfin

avec ¢ : |0,1] — R™ intégrable. Par convergence dominée

1 1
In:/ un(®) dt ——— [ u(®)dt=1=1¢
0

n—-+oo 0

1 m 1 tn—l
E—In:/ 7dt:/ t—dt
o L+tn o 1+tm

b) On a

Par intégration par parties,

Puisque

1 1 1
/ ln(1+t")dt‘§/ ndt =
0 0 n+1

In2
n

on peut affirmer ¢ — [, ~ 2=,
c¢) Pour y €]0,1],

n(l+y) _ *f (—1)ky*
y P k+1

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues,

[, - P
0 Yy = (k+1)?
+oo +o00
Sans peine, % = 7{—; sachant > & = %2.
k=0 n=1

d) Par le changement de variable C! strictement croissant y = t"
1 1
1 In(1
/ In(1+ ") dt = f/ (L +9) 4,
0 n Jo Yy

Par convergence dominée (domination par sa limite simple),

1 1 2
In(1 In(1
/ n( n:’—ly) dy / n( + y) dy = z
0 0 ) 12

n

Ainsi,

puis

Exercice 50 : [énoncé]
a) On a

1 tn 1 1
\In—1|:/ 7dt</ tdt = =0
0 1+tn 0 n+1
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donc I,, = ¢ =1.
b) Par intégration par parties

m2 1 [!
In—1:_i+f/ In(1 + ") dt
n n Jo
Or
1 1
0</ 1n(1+t”)dt</ tvdt — 0
0 0
donce
In2 1
Li=1—-—+o0(-
n n
b) On a
= (=D,
In(1+ ") = t"
n(l+4t") ; A

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues, on obtient la
relation proposée.

¢) On a
+Z°° (DM R (D& (-
Pl kk1) AR 2 12 (nk + 1)
avec
+oo (_1)k l-&-ooi o
k2(nk +1)| = n k2
donc
1 . +“3(41)k71
0 k=1
avec
+oo (_1)/’@71 )
T2 T 79
Pt k 12
car on sait
I
k2 6
k=1
Finalement

In2 w2 1
I,=1- 2
n +12n2+0(n2>

Exercice 51 : [énoncé]

a) Par la régle de d’Alembert la série converge pour tout (s, \) € RT™* x C.
Ay 1 ]0; 400l

b)

1 = A"
Fx(s) =< <1+;(8+1)...(s+n)>

n

+o0
1+nz::1(s+1)...(s+n)

E i BN P
S n! - ¢
n=0
donc F)\(s) — 0.
s——+00

c¢) Puisque
)\n
(s+1)...(s+n)

)\n
<
n!

il y a converge normale sur R de la série des fonctions continues

It X ’
5= G GTn) Ceci permet d’affirmer
00 +00
A" A"
1 A
+nz::1(s+1)...(s—|—n) 50 ;::On! ¢
et donc
o
F ~ o
/\(S) s—0t §

d) Par intégrations par parties successives :

n!
s(s+1)...(s+n)

1
/ 1-y)ly"dy =
0

= A" ! s—1,n
FA(S):ZTL, ; (1-y)* y"dy
n=0

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues, on peut échanger

somme et intégrale :

Fy(s) = / AU(1L— ) dy
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Exercice 52 : [énoncé]
La série ) ap;i; est convergente car

P tP
o] < el 5

De plus sa somme est continue car on peut aisément établir la convergence
normale sur tout segment.

Enfin
00 P ,
>y | < llan)lle
p=n P
permet d’assurer ’existence de 'intégrale étudiée.
Posons
"
fo(t) = ap He

La série de fonction ) f, convergence simplement.
+oo
Les fonctions f, et Y f, sont continues par morceaux.

p=n
Les fonctions f, sont intégrables sur [0, +00] et

e |ap| 1
[ mora= g =o(5x)

est terme générale d’une série convergente.
Par le théoreme d’intégration terme a terme de Fubini, on obtient

+OO ot +OO tp +OO a
e a,— | dt = d

Enfin, cette expression tend vers 0 en tant que reste d’une série convergente.

Exercice 53 : [énoncé]
On sait que la fonction ¢ est continue.

avec

/+°° de 1
9 n®  n2lnn

La convergence de la série des intégrales des valeurs absolues assure la
convergence de 'intégrale du premier membre et permet de permuter intégrale et
somme. On obtient alors

400 1

+oo
| cw-nar=¥

Exercice 54 : [énoncé]
a) Posons

fulz) = (cos (g sinx))n

Les fonctions f,, sont continues par morceaux et la suite de fonctions (f,,)
converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 7/2[, elle-méme continue par
morceaux. Enfin, on a la domination

[fn(2)] <1 = ()
avec ¢ évidemment intégrable sur [0, 7/2[. Par convergence dominée, on obtient
Uy — 0

b) Par I’absurde, si > u, converge alors, on peut appliquer un théoréme
d’intégration terme a terme a la série de fonctions Y f,,. En effet, les fonctions f,
sont continues par morceaux, la série de fonctions »_ f,, converge simplement sur
[0, 7/2[ vers la fonction

1

froe 1 — cos (% sinz)

elle-méme continue par morceaux. Enfin les fonctions f, sont intégrables sur
[0, 7/2] et Phypothése de travail absurde signifie la convergence de la série

Ef[o;;r/z[ |fn|

Par théoreme d’intégration terme a terme, on obtient

+o0 71'/2 1

S [

— 0 1 —cos (5 sin :E)
avec convergence de 'intégrale. Or, quand = — 0%

1 8

~

1—cos(5sinz) w22

et donc l'intégrale introduite diverge. C’est absurde.
On en déduit que la série Y u, diverge.
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Exercice 55 : [énoncé] donc on 1

Onau, > v, = OW/Q e !cos®™ tdt. I,41(2) = n2 I,(2)

Si la série numérique > u,, converge alors, par comparaison de série & termes Lo "

positifs, la série > v,, converge aussi. Par le théoréeme d’intégration terme a terme On en déduit 2n)!

de Fubini, il y a alors intégrabilité sur |0, 7/2] de la fonction I41(2) = (Z"T)Qg

400 ot ot
Ze_tcosznt: =—
1—cos?t sin’t
n=0
Or quand ¢t — 0"
et 1
sin?t  t2

qui n’est pas intégrable sur |0, 7/2].
C’est absurde, on en conclut que la série > u,, diverge.

Exercice 56 : [énoncé]
a) La fonction ¢ —
Casx <0:
ﬁ m 1 donc la fonction n’est pas intégrable.
Casz=0:

T T
Casx>0:
Quand ¢t — 01, W — 1 et quand t — +OO’W
intégrable sur |0, +o0[ si, et seulement si, nz > 1.

b) Pour ¢ > 0, on remarque que

ﬁ est définie et continue par morceaux sur |0, +0o0].

. Méme conclusion.

~ = donc la fonction est

“+ o0

1 1
2Ty

n=1

Par 'absurde, si Y I, (x)converge, on peut appliquer un théoréme d’interversion
somme et intégrale assurant que ¢ — & est intégrable sur ]0, +oo[. C’est absurde.
On conclut que > I, (z) diverge.

Par intégration par parties avec deux convergences

car I1(2) = /2.
Notons que par le changement de variable ¢ = tan u, on pouvait aussi transformer
I,(2) en une intégrale de Wallis.

Exercice 57 : [énoncé]

a) Posons f,,(t) = 1/(1+ ¢3)" définie sur [0, 1].

Les fonctions f,, sont continues par morceaux et la suite (f,,) converge simplement
sur |0, 1] vers la fonction nulle, elle-méme continue par morceaux. De plus

Vn > 1,9Vt €0, 1], [fa(t)] < ©(t)

avec ¢ : t — 1/(1 + 3) intégrable sur ]0, 1].

Par application du théoreme de convergence dominée, on obtient u,, — 0

b) Les fonctions f,, sont continues par morceaux et la série de fonctions > f,
converge simplement sur 0, 1] vers la fonction S continue par morceaux donnée
par

“+o0 3
1 1 1+t
nZ:o (1+13) 1- s t3

Si, par I'absurde, la série Y u, converge, on est dans la situation ou la série de
terme général f]o 1 | fn(t)] dt converge et 1'on peut appliquer un théoréme
d’intégration terme a terme affirmant :

S est intégrable sur ]0,1] et

+oo a1
S(t) dt:Z/ falt)dt

Or ceci est absurde car la fonction S n’est pas intégrable sur 0, 1]!
On en déduit que la série Y u,, diverge.

10.1]

Exercice 58 : [énoncé]

too gy t Tt opg? too g2
1,(2) = o (d+e)n - 1+ )n + o (14 2)ntl dt = 2n ,  (1+ t2)n+a,)dPOSOHS un(t) = 1/(1 + t3)™ définie sur ]0, +oo].

0
Or + 2
o 2dt
1n(2) = Ina(2) = /0 (el

Les fonctions w,, sont continues par morceaux et la suite (u,) converge simplement
vers la fonction nulle sur |0, 400[, elle-méme continue par morceaux. De plus

Vn = 1,Vt €10, 400, |un ()] < ¢(t)
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avec o : t = 1/(1 +t%) intégrable sur [0, +oo[ et donc aussi sur 0, +o0].
Par application du théoréme de convergence dominée sur 0, 1] et sur [1, +oo[, on
obtient

U,—0etV, >0

b) Les fonctions wu, sont continues par morceaux et la série de fonctions > uy,
converge simplement sur ]0, 1] vers la fonction U continue par morceaux donnée
par

X1 1 1 1

U(t):Z Nn 3 T
n=1 (1+t )L L+t 1_1+t3 t

Si, par 'absurde, la série > U,, converge, on est dans la situation ou la série de
terme général f]o 1 |, (t)| dt converge et I'on peut appliquer un théoréme
d’intégration terme a terme affirmant :

+oo 1
U est intégrable sur ]0,1] et / U(t)dt = Z/ up (t) dt
10,1] n=1"0
Or ceci est absurde car la fonction U n’est pas intégrable sur ]0,1]!
On en déduit que la série > U, diverge.
En revanche, la série YV, est & termes positifs et

= too 2 1 teodqr 1
Vi < ———dt < - ==
dvi< 2 Tray Lo

k=1

Les sommes partielles de la série & termes positifs > V;, étant majorées, on peut
affirmer que la série >V, converge.

Exercice 59 : [énoncé]

a) Quand x — 07, f,(x) ~ % — % donc a = % est I'unique valeur pour laquelle
f est continue en 0.

b) f. est continue sur [0, +oo[ et quand x — 400, fr(z) ~ eﬁ; — 0 donc f,, est
bornée sur R*.

On peut envisager une argumentation plus détaillée :

- puisque f converge en +00, il existe A > 0 tel que f est bornée sur [A, +oo[;
- puisque f est continue, f est bornée sur [0, A] ;

- et finalement f est bornée sur la réunion de ces deux intervalles par la plus
grande des deux bornes.

¢) fn est définie et continue sur [0, +00[ et quand x — +o0,

2% fo(z) ~ 2%~ ("=D% — 0 donc f,,(z) = 0 (1/2?) et donc f est intégrable sur
[0, 400

d) Pour z > 0,
2shx . (nk—1) (nk+1)
em_1:2sthe :Z<e —e )
k=1 k=1

Foo 1 1 2 1
—(nk—1)z _ —(nk+1)z dr = _ —_ _ —
/0 ‘e ¢ T k-1 mk+1l n?k2—1 O<k2)

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues, on peut sommer
terme a terme et affirmer

+to0 oshg IX e =X 1
dr = ( —(nk—-1)xz _ 7(nk+1)x) dr = _
/0 ene — 17 %/0 ¢ ¢ . ;nk—l nk+1

Pour n = 2, la somme est facile a calculer.

Exercice 60 : [énoncé]
a) Par convergence dominée I,, — 0.
b) Par intégration par parties avec convergence du crochet

t oo too 43
I,=|—+— 3 ———dt
[u+ﬁwh *‘”A 1+ 6)

400 t3
—dt=1I,-1,
A (1+3)n o

On en déduit la relation demandée.
¢) La suite (u,) a la nature de la série de terme général v, = up11 — Up.-

Or . X
oo (1+2)+m(1-L)=e=1B  o(L
n 3n n n2

La série de terme général v,, converge si, et seulement si, o = 1/3.
d) Puisque In (n'/31,)) — ¢, on obtient

avec

et donc

. 1
Par suite ) -1, converge.
n>1
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On a

1 1
Z —1T _Z/ falt dtavecfn():ﬁm

Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur |0, +oo[, la série Y f,, converge

simplement sur ]0, +oo[ et sa somme

SR S AU |
>h=3 daven = (1)

est continue par morceaux.
so. s +oo
Enfin, la série de terme général fo | fn| converge.
On peut donc permuter somme et intégrale pour obtenir

+oo 400
1 1 2
> fIn:—/ n(l-——|dt=-"27
n 0 1+1¢3 V3

n=1

la derniére intégrale étant calculer par intégration par parties puis
/+°O a2«
o 1+t 33

Exercice 61 :

On a

[énoncé]

avec fn(t) = (=1)™t"* sur 0, 1[.

/ Fat)] dt =
0

et > #ﬂ diverge, le théoreme d’intégration terme a terme de Fubini ne
s’applique pas.

De plus la série de fonctions ne converge par uniformément sur [0, 1] car elle ne
converge pas simplement en 1. ..

Transitons alors par les sommes partielles et le théoreme de convergence dominée.

Posons
1— (_1)n+1t(n+1)a

1+t

Spit Y (—1)Fthe =
k=0

Les fonctions S, sont continues par morceaux et la suite (S,,) converge
simplement sur [0, 1] vers la fonction

1
St
14 te
elle-méme continue par morceaux.
De plus
2
Su)] < 13z = ()

avec ¢ intégrable sur [0, 1].
Par le théoreme de convergence dominée, on obtient

1 1
/ S, (1) dt — / d

' N P e )
/Osn(t)dt_Z/o( 1)kt dt_kz:;)ka+1

Or

donc

*i(—l)n _/1 dt
“na+l  Jy 1+t

avec, en substance, la convergence de la série introduite.

Exercice 62 : [énoncé]
Notons que l'intégrale étudiée est bien définie.
Pour tout z €0, 1],

—1

1+x_2

Le théoréeme d’intégration terme a terme ne pourra pas s’appliquer car ici

Z / |fnl = _ dlverge

Nous allons alors intégrer terme a terme en exploitant les sommes partielles.

Posons
Sp 1 — Z (-1)
k=0

nn+a1

B B 1—(—1 n+1xn+1
kxk+a 1 = % 1 ( )

1+
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Les fonctions S,, sont continues par morceaux et convergent simplement sur |0, 1]

vers la fonction

a—1
Sz
1+
elle-méme continue par morceaux.
De plus
2$a—1
Su(a)] < 35— = p(@)

avec ¢ fonction intégrable sur ]0, 1].
Par le théoréme de convergence dominée, on obtient

1 1 1,0471
/OSn(x)dx%/O 1+wdx

! _ - ! _ kxk a—1 T = - (_1)k
/Osn(x)dx_;)/o( ket = Y

k=0

et on peut donc conclure

00 1 -1
-1 ¢
3 =" _ / LA
—n + « o 1+x
avec en substance la convergence de la série introduite.

Exercice 63 : [énoncé]
a) Pour t € ]0, 1], on peut écrire

tafl +§ b1
_ 71)nta nb—
5 (
1+t oy
Posons
n 1— (71)n+1t(n+1)b

Sn RIS Z (_l)k‘ta+kb71 — ta71

b
P 1+t

Les fonctions S, sont continues par morceaux et la suite (S,,) converge

simplement sur |0, 1] vers la fonction

elle-méme continue par morceaux.

De plus
2ta71
Sn()| < —— = (¢
Sult)] < 1o = (8
avec ¢ intégrable sur ]0, 1].
Par convergence dominée, on obtient

1 1 ja—1
Sntdt%/i
/0 mat— [

avec convergence de 'intégrale introduite.

Or
! S d - ! 1 kia+kb—1 . (_1)k
n(t)dt = —1)FaTROTL =
/0 ® kz_o/o (=1) <t kb

DO

n 1 ta—1
> [ e
a+ nb o 1+1tb

donc

avec convergence de la série mtrodulte..

b) Apreés calculs
+o00 1
-H" dt 1
( ) — / 3 - _ 1112 + L
nZ:o 3n+1 o 1+t 3 3V3

Exercice 64 : [énoncé]
Soit fp : [0, +00[ — R la fonction définie par

(-1

falt) = n2 + 2

On observe || f,||,, = 1/n? et donc la série des fonctions f,, converge normalement,
donc uniformément sur [0, +o00[. Puisque chaque f,, est continue, on peut affirmer

que la fonction
+O° 1)71 1

S t»—>z e
n=

est définie et continue sur [0, o0l
Les fonctions f, sont intégrables sur R™ et

+oo o [T dt T
()] dt = = — =
/0 £l 2/0 -

Puisque la série ) [ |f,| diverge, on ne peut intégrer terme & terme par le

théoreme de Fubini.
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Raisonnons alors par les sommes partielles en exploitant le théoréme de
convergence dominée.
Posons
1 k—1
Sp it E ( SRR ) 5
k% 4+t

Les fonctions S,, sont continues par morceaux sur [0, +00[ et converge simplement
vers la fonction S elle-méme continue par morceaux.
De plus, le critére spécial des séries alternées s’appliquant, on a

avec ¢ intégrable sur [0, +00[.
Par le théoreme de convergence dominée, on obtient

+o0 +oo to0  4\n-1
/ Sp(t) dt—>/ Ldt
0 :

n? + t2
Or
+oo +OO n 1 n n—1
T (-1
S, (t) dt = A==y
/0 . Z/ n2 —|— 12 2 ]; n

donc

+oo £ n—1
(-1)
/0 i dt

n? 42

n=1

+oo _
T (71)71 1 B
2 nz_:l n B

avec convergence de la série introduite.

Exercice 65 : [énoncé]

Posons

fn iz (=1)"e” 4"
Les fonctions f,, sont continues et en vertu du critére spécial des séries alternées,
on peut affirmer que la série Y f,, converge simplement sur |0, +oo|[. De plus, par
le critere spécial des séries alternées, on a

—+ 00

|Rn(z)| =

k=n-+1

ce qui permet d’établir que la série Y f,, converge uniformément sur tout segment
de ]0, +00[. On en déduit que la fonction

+oo
S:xz— Z (—1)"e™ "
n=0

est définie et continue sur ]0, +oo].
Pour intégrer terme a terme, nous allons exploiter les sommes partielles et le
théoreme de convergence dominée. Posons

n
n:xHZ(—
k=0

Les fonctions S, sont continues par morceaux et la suite (S,,) converge
simplement vers S elle-méme continue par morceaux.
En vertu du critere spécial des séries alternées, on a

< So(r) = e = p(x)

1)ke—akib

0< Sn(x)

avec @ intégrable.
Par convergence dominée, on obtient

+oo +o0
/ S x)dx—>/ S(z)dx
0 0

avec convergence de 'intégrale introduite.

Or
+<X> n k
/ Z/ k e~ T Qg Z (_1)
0 =0 ag
donc
+oo +OO
/ YleT M da

nO n(]

avec en substance convergence de la série écrite.

Exercice 66 : [énoncé]

a) La fonction ¢ — L— est définie et continue par morceaux sur 0, 1].

+
Quand t — 07, % ~ttTh =Sl avec 1 -z < 1
donc t — 1;; est intégrable sur ]0, 1].

x—1
b) Posons g(z,t) = 4 sur |0, +00[ x ]0,1].

t — g(x,t) est continue par morceaux sur ]0, 1],
x +— g(x,t) est continue sur |0, 4o0].

Soit [a,b] C R*™*,

¥(x, 1) € [a,8] x 10,1], |g(x, )] < T <171 = @a(t)

+
~
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avec @, intégrable sur |0, 1].
Par domination sur tout segment de |0, +o0o[, on peut affirmer que f est continue

sur ]0, +0o0l.
v 1
@)+ fla 1):/0t tar=1

¢) Pour >0
d) Quand z — 0", f(z+1) — f(1) donc f(z + 1) = o(1/x) puis f(z) ~ 1/x.
Quand x — o0,

+oo 1
O<f(x)</ t* At =— =0
O :L.

donc f(z) P 0.

Exercice 67 : [énoncé]

a) Posons f : [0, +00[ x [0, +00[ — R définie par

eft

et =1

Pour chaque z € [0, +o0], la fonction ¢ — f(x,t) est continue par morceaux sur
[0, 4+00[ et intégrable car
2
Ef@t) 5 0
On en déduit la convergence de l'intégrale impropre définissant F'(x).
b) Pour chaque ¢ € [0, 4+00], la fonction x — f(x,t) est indéfiniment dérivable et

o f (=1)™n!

" —t
oz (14 tx)ntl

(.’Ii,t) =

La fonction x — g"f (z,t) est continue, la fonction ¢ — gnf (z,t) est continue par
xr xr

morceaux et

13

V(x,t) € [0, +o0[ x [0, 400, g f(x t)' Al = o (1)

avec @, : [0,4+00[ — R continue par morceaux et intégrable.
Par domination, on peut alors affirmer que F est de classe C* sur [0, +oo] et

+oo
Vn € N,V € [0, +oo[, F™(z) = (-1)%!/ the~tdt
0

¢) En particulier
FU(0) = (=1)"(n))?

Exercice 68 : [énoncé]

Considérons f : (z,t) — 1+t2 définie sur |0, +oo[ x [0, +00]

Pour tout = € ]0, +o0], t — f(z,t) est continue par morceaux sur [0, +oo[ et
intégrable car

1
) < —s
50 < T
Pourt € [0, +o0], la fonction z — f(z,t) est de classe C? sur |0, +o0] et
8f et 2f 9 et
2L =t )=t
&c(x’y) 1+t2 a gz (@t = 14 ¢2

Pour tout z € ]0, +00[, la fonctions ¢ — af (z,t) est continue par morceaux et
intégrable.

La fonction ng est continue en z, continue par morceaux en t.
Soit [a,b] C ]0,+oo[. Sur[a, +oo[ x [0, +0o0[, on a

2
’g J;(m t)’ Le

avec ¢ : t — e~ continue par morceaux et intégrable sur [0, +ool.
Par domination sur tout compact, la fonction F est de classe C? sur RT* et

F”(x)+F(x)=/+oot2 et dt+/+ooe—ztdt:/+ooe_mtdt:
0 1+t o 1+12 o

Enfin F —— 0 car
+oo

+oo —xt +oo
€
\f(x)|</ 7dt</ oot gt —
o 142 o

Exercice 69 : [énoncé]

1
- ——0
xr T—+oo

—zt2
a) g:(x,t)— L—; est définie continue en x et continue par morceaux en ¢ sur
R* x [0, +oo[ avec
1
] < = ot
90,01 < 1= = #(0)

et ¢ intégrable sur [0, +oo].

Par domination, on peut affirmer que f est définie et continue sur R*.

b) g—i existe et est continue en z et continue par morceaux en ¢ sur R x
Pour z € [a,b] C R™ on a

Og B 2
9s® t)‘ - ’_1+t2e

[0, 4+-00].

—xt?

<e ™ =y(t)
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avec 1) intégrable sur RY.

Par domination sur tout segment de R**, on peut affirmer que f est de classe C*

sur ]0, +oo[ avec

+oo 42 —zt?
t°e
/ _
f(w)——/o T &

Enfin,

&'\“
—~
&
S—
|
Kﬁ
—~
S
S—
Il
c\
+
8
1)
|
)
H.N
o,
~
2
|
N
+
8
1)
|
g
nN
a.
IS
I
o
%

Exercice 70 : [énoncé]
a) t— ﬁ est intégrable sur R* donc g(0) existe.
w > 1/u est une bijection C! entre RT™ et RT*.

On peut réaliser le changement de variable t = 1/u qui donne

/+°° dt /+oo wdu
o 1+t Jo 1+ud

Donc . N
oo dt 2 20117 4rx
2¢(0) = ———— = |——arctan =
9(0) /0 2 t+1 [\/?? \/ﬁ]o 3v3
puis
2
9(0) =

b) La fonction g est paire. Pour 0 < « < 2/, on a pour tout ¢ > 0, ete? >e

donc g est décroissante sur R*.
¢) Pour x > 0,

7151?’2

Foo 2 1
Oég(a:)é/ edt=— =0
O x

donc lim g(x)=0.

r—r 400

Exercice 71 : [énoncé]

a) Posons
1

1+ a3+ t3
Pour tout x € RT, la fonction ¢ — g(z,t) est définie, continue sur RT et
g(x,t) o 1/t3 donc f(x) existe.

oo

b) u + 1/u est un C! difféomorphisme entre RT* et R**.

g({E,t) =

On peut réaliser le changement de variable ¢ = 1/u qui donne

/+°° dt _/+°° udu
o 1+ Jo 1+

too gt 2 2t —117°  4rx
2f(0) = ——— = | —= arctan —— = ——
1(0) /0 2 —t+1 {\/ﬁ V3 ]0 33

Donc
puis

c) z + g(x,t) est continue sur R, ¢ — g(x,t) est continue par morceaux sur
[0, +o00[ avec

et ¢ intégrable sur [0, +oo[ donc f est continue.

Si x < y alors Vt € [0,400[, g(y,t) < g(x,t) donc f(y) < f(x). Ainsi f est
décroissante.

Rq : On peut aussi montrer f de classe C' mais cela alourdit la démonstration
d) f tend vers 0 en +oo car

toooqt 1 [+t d
R A
0 0

23 + 13 t=zu 22 14+ ud 2400

Exercice 72 : [énoncé]
a) Posons u : R x [0, 7] — R la fonction définie par

u(x, ) = cos(x sin 9)
La fonction u admet des dérivées partielles

2
@(m,@) = —sinfsin(zsinb) et %

ox

(z,0) = — sin® 0 cos(x sin )

Pour chaque = € R, 6 — u(x,0) et § — 2%(z,6) sont continues par morceaux sur
[0, 7] donc intégrable.

De plus % est continue en x et continue par morceaux en fet

0%u
Vo € Rave € [0771-]7 @(I70) g 1= @(0)

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015

Corrections 44

L’application ¢ étant intégrable sur [0, 7], on peut affirmer par domination sur
tout segment que la fonction f est de classe C? avec

1 (7 1 (7
fl(x) = —f/ sin f cos(z sin ) d6 et f"(z) = —f/ sin? 0 cos(z sin ) d6
0 0

m s

b) On remarque

f(x) = % /07r (cos? @ — 1) cos(z sin 6) dd

et donc

z(f"(z) + f(x)) = 1 /077 cos 6. (x cosf cos(zsinf)) df

™

Par intégration par parties, on obtient
o(f"(x) + f(x)) = = f'(2)

On en déduit que f est solution de ’équation différentielle linéaire d’ordre 2
zy"(x) +y'(z) + wy(z) =0

¢) Pour tout € R, on peut écrire

7r+00(

_ l _l)n sin 2".’172"

. L. 2n
Puisque la série > % est convergente, un argument de convergence normale
permet une intégration terme a terme et donc

S (=) ("
2n : 2n
xT) = ap,x" avec a, = sin 6)<" d6
S

n=0
d) Nous pourrions calculer l'intégrale définissant a,, car c’est une intégrale de
Wallis, mais puisqu’on nous demande d’exploiter ’équation différentielle. . .
Pour tout x € R, par dérivation d’une série entiere

“+00 “+o0
f(z)= Z (2n + 2)a, 12*" T et f(z) = Z (2n 4+ 2)(2n + a1 22"
n=0 n=0

L’équation zf"(z) + f'(z) + xf(x) = 0 donne alors

+oo
Z ((Qn + 2)2an+1 + an) 2t =0

n=0

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiére de rayon de
convergence > 0, on obtient

(2n + 2)2an+1 +a,=0

Sachant ap = 1, on conclut
_ =y

I = Qa2

Exercice 73 : [énoncé]
a) Introduisons g(x,t) = %t définie sur R™ x [0, 7/2].
La fonction g est continue et x et continue par morceaux en t.

Pour [a,b] C R**, on a

V(1) € fa,b] x 0,7/2], Lo, O] < —— = (1)

La fonction ¢ est intégrable sur [0, 7/2].
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que f est continue sur R**.
Aussi, pour 0 < z < 2/, on a

vt € [0,7/2],g(a',t) < g(=,1)

En intégrant, on obtient f(2') < f(z). La fonction f est donc décroissante.
On aurait pu aussi établir que f est de classe C! et étudier le signe de sa dérivée.
b) Quand z — +oo,

71'/2 1
0<f(x)</ dt 0
o T+t

Quand x — 01

x4 /4
n———"— —
x

- 2
2 .

/4 cost V2
= > — ‘-
f(fv)//o S5 > 2 e+ )yt = 0

1 7T/2 1 ﬂ'/2
7/ costdt < f(x) < 7/ costdt
x+7/2 ) z Jo
donc
f@) ~ 1
r——+o00 I
On sait :
1

VOgtgw/Q,lfitQQ(:ostgl
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donc P 12 P et donc 41
s ™ 2 ™ x
/ a —1/ rdt gf(x)g/ dt fla+2)=——f(z)
o t+zx 2 )y t+z o t+z T+
Or d) On a
™2 dt T+ 7/2 ple+1)=(@+1)f(z+1)f(z)=af(z - 1)f(x) = p(z)
/ =In ~—Inz
y t+uw z 0 et
et e(1) = f(0)f(1) =7/2
/2 24t /2 d ,
0< / < / tdt = C = o(Inz) onc par récurrence
o t+x " Jo Vn € N*, p(n) = m/2
donc e) ¢ est continue et quand z — 0,
f(x) o Inz
r—r

Exercice 74 : [énoncé]
a) La fonction ¢ +— (sint)® est définie, continue et positive sur |0, 7/2].
Quand t — 01, (sint)” ~ t* avec & > —1 donc ¢ + (sint)” est intégrable sur
10,7/2].
Ainsi f est définie et positive sur |—1, 4o00[
b) La fonction
99
Ox
est définie, continue en x et continue par morceaux en t.
Soit [a,b] C |—1,4o0[. Sur [a,b] x ]0,7/2]

(x,t) = In(sint)(sin t)”

’gggv(;g’t)’ < |In(sint) (sint)*] = ¢(t)

avec @ est intégrable sur ]0,7/2] car pour « tel que —a < a < 1,
t%o(t) ~ t*T* [In(t)| — 0

Par domination sur tout segment, f est de classe C* sur |—1, 4+o0| et

w/2
flx) = / In(sint)(sint)*dt < 0

0

Ainsi la fonction f est décroissante.
¢) En intégrant par parties

w/2 .
flz+2) = /0 (sint)*(1 — cos® t)dt = f(z)— {

p(r) = p(1+z) = @(1) =7/2
Or quand z — 0,
f(x) = f(0) =m/2

donc quand x — —1,

B plz+1) N 1
f(m)i(x—l—l)f(x—i—l) z+1

Rq : En fait on peut montrer que ¢ est une fonction constante.

Exercice 75 : [énoncé]
a) Posons u(x,t) = (sint)” définie sur R x |0, 7/2].
Pour tout z € R, ¢t — u(z,t) est continue par morceaux sur |0, 7/2].
On a
~ xT

u(x,t) o t
donc ¢ — u(z,t) est intégrable sur ]0,7/2] si, et seulement si, z > —1.
De plus, la fonction t — u(z,t) est positive et donc la convergence de l'intégrale
équivaut a 'intégrabilité de la fonction.
En conclusion, l'intégrale existe si, et seulement si, x > —1.
b) u admet une dérivée partielle

ou : o
. (z,t) = In(sint)(sint)

Celle-ci est continue en z et continue par morceaux en t.
Pour [a,b] C ]—1,40o0[, on a

Y(z,t) € [a,b] x]0,7/2], ‘gz(z,t)’ < |In(sint)| (sint)® = p(t)
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La fonction ¢ est intégrable car

o(t) ~ |Int|t?] =o(t*) avec a € -1, 4|
t—0+
Par domination sur tout segment, on obtient f de classe C' avec
/2
Fl) = / In(sin ) (sin £)® dt < 0
0

¢) Posons
p(r) = (z+1)f(z)f(z+1)

Une intégration par parties avec

u/(t) = sint et v(t) = (sint)*~!

" sint)*dt = (x — " sint)*~2dt — " sint)*
/0 (sint)*dt = ( 1)(/0 (sint) dt /0 (sint)” dt

On en déduit

donne

p(x+1) = o(x)
Montrons que cette fonction est en fait constante.
Soit a € |—1,0][. Pour tout n € N, p(a +n) = p(a).
En posant p = |a], la décroissance de f donne

pla)=pla+n)<(a+n+1)f(p+n)f(p+n+1)
Or
(p+n+1)f(p+n)flp+tn+1)=pp+n)=¢0)
et donc
a+n+1 ) 0)

p+n+1<p n—+o00

(a+n+1)fp+n)fp+n+1)=

De fagon semblable, p(a) peut étre minorée par une suite de limite ¢(0).
On peut donc affirmer que ¢ est constante.

Exercice 76 : [énoncé]
Etudions la fonction donnée par

(1 arctan(z/t)
o= [ ST

Notons u(z,t) = %ﬁf/t) définie sur R x |0, +o0[

t — u(z,t) est continue par morceaux sur]0, +oo[ pour chaque x € R
x — u(x,t) est continue sur R* pour chaque ¢ € |0, +o00] et
w/2

Ju(a.t)) < {55 = #(0)

avec ¢ fonction intégrable sur |0, +o0].
On en déduit que la fonction f est définie et continue sur R*.
x — u(x,t) est dérivable sur R™ pour chaque ¢ € ]0, +oo[ et

Qup oyt
A re e ey

T~ %(x, t) est continue sur RT™ pour chaque ¢ € ]0, +00]
t— %(:ﬁ, t) est continue par morceaux sur 0, +oo[ pour chaque x € R** et

@( t) fi#
oz | T 2z (1+412)
car 2tz < x2 + t2.
Soit [a,b] C ]0,+o0]
ou 1 1
.)€ o8] x 0,00l G008 = b = w0

avec 9 fonction intégrable.
Par domination sur tout segment, on obtient f de classe C! sur |0, +oo[ avec

i [ t
o= wream

Pour z # 1, on peut décomposer la fraction rationnelle définissant 'intégrande

t t t

T+2)@+) @ -11+) (@2 -1+

et on obtient alors

1 [1 142\ 1
fa) = ()| =
x2—1|2 z2+12 )], (2 -1)
Cette identité se prolonge en & = 1 par un argument de continuité.
On a alors

' Int . “ Int .
/0 mdt:;% i mdt—gl_%f(m)_f(g)
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Or f(0) = 0 et par continuité on parvient a Ainsi )
1 N
x Int (Z + )f(Z) Re(z)—+o00 2
oy dt = f(2) .
o (£2-1) puis
1
f(z)

Rc(z)fiﬂroo g

Exercice 77 : [énoncé]
a) Pour @ > —1, on note 2, = {z € C/Re(z) > a}.

P . e . Exercice 78 : [énoncé]
t — -t est continue par morceaux sur |0,1], z — £ est continue sur et pour

sin(zt)

1+ 1+ a) Pour x € R, t — =322 est continue par morceaux sur |0, +oo],
z € Qq, ef—1
t* ’ te . :
< = o(t) sin(xt) _ sin(zt) 1
‘1+t L+t et—1t—>00(1)et et —1 t%-&-ooo 12

avec ¢ intégrable sur 0, 1] car ¢(t) ~ t* quand ¢t — 0.
Par domination, on peut affirmer que f est définie et continue sur £2,.
Ceci valant pour tout @ > —1, on peut encore affirmer que f est définie et

donc f(z) est bien définie pour tout z € R.
b) Posons g(z, t) = Sn@t)

et—1

continue sur €. g admet une dérivée partielle % avec
b) On observe 9
1 —g(x,t) = cos(xt)
f@) + ety = [ = 5 = T
0 T
; it T~ g—g(x, t) est continue sur R, t — %(x, t) est continue par morceaux sur
et par continuité 0. 400,
Fl+1) — £(0) 19, kol t .
z——1 Enfin a—g(x,t)‘ < 77 = ¢(t) avec p intégrable sur ]0, +oo.
donc Par domination, on peut affirmer que f est de classe C', a fortiori continue et
flz) ~ 1 dérivable.
e=—1x+1 ¢) La décomposition
. 7’ . . +OO
c¢) Par intégration par parties 1 _ Z ot
et —1
1 1 tz+1 n=1
(z+1)f(2) = 5 +/ mdt permet d’écrire
0 oo 400
Or F :/ sin(t)e " dt
1 tz—‘rl 1 1 0 —_
4
/0 (1+41)2 dt’ < /0 =] dt Par la majoration |sin(u)| < |u|, on obtient
avec +oo . +oo . 1
. —-n —-n _
|41 = exp((z + 1) Int] = exp (Re(z) + 1) Int) = (Re()+1 /O [sin(t)e™| < /0 te™"tdt = —
car les exponentielles imaginaires sont de module 1.

La série ) f[o oo |sin(t)e~"*| dt converge, on peut intégrer terme & terme

1 t2+1 1 1 X e : —nt
/ _ dt‘ < / fRe(2)+1 gy — 0 fa) = Z sin(t)e™"" dt
o (1+1) 0 Re(z) + 2 Re(z)—+oo n=10

On a alors
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On calcule I'intégrale sommée en considérant la partie imaginaire de

+oo
/ eztefnt dt
0

On obtient a terme

Exercice 79 : [énoncé]
La fonction f est bien définie sur ]0, +o0[ et

“+oo —tx
xf(x) = g 7/0 ¢ dt

1+¢2
Posons
e—t:c
)= ——
u(@,t) 14 ¢2
définie sur |0, +oo[ x [0, +o0].
u admet deux dérivées partielles
ou t . 0*u t2
et t:_i—w t —— tzi—tw
i el oS e

Pour chaque xz > 0, les fonctions u et % sont intégrables et pour tout
[a,b] C ]0,400[, on a la domination

0%u _
G0 < = pt0)

avec ¢ intégrable. On en déduit que la fonction

+oo  —tx
e
T — / —dt
o 1412

Etudions maintenant f(z) quand z — 0.

Par le changement de variable v = tx,

f(x)z/oml‘eu

2 4+ u?

avec

YU

Par intégration par parties,

+o0 AU
du = / v 1-¢ du
0

o) = e + 2w

Pour z €0, 1],

2 4+u? wu

1—e™

+oo 1

0

‘111(1‘2 +u?)| < |ln(u2)‘ + In(1 +w?)|

et la fonction

u (In(u?)| + [In(1 + u?)|) ¢ ()

est intégrable sur |0, +oo[ car ¢’ peut étre prolongée par continuité en 0 et

On en déduit

Exercice 80 : [énoncé]

a) Par le changement de variable ¢t = ux (bijection de classe C!) on obtient

du

flo) = /_11 N TN e

est définie et de classe C2 sur ]0, +oc[. Il en est de méme pour f par opérations

sur de telles fonctions.

Quand z — +o0,
+oo  —tx +oo
1
0</ Ldtg/ et dt = -
o 1+1¢2 0 x

donc z f(x) — 5 puis
7r
f(x) o0t 2

Posons ¢ : ]0, +oo[ x |—1,1[ — R définie par

9(z,u)

1

- V1 + 22u2V1 — 42

La fonction g est continue sur ]0, +oo[ x |—1,1] et

l9(z, u)

<

X

1
Vi
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avec @ intégrable sur |—1,1[.
On en déduit que f est définie et continue sur ]0, +o0|.
b) Quand z — 0%

1 1
= —
V14 22u2v1 — u? vV1—u?

Par la domination précédente

g(w,u)

.ol
= [arcsinu|_; =7

1 du
fla) — / s

De méme, on obtient
1

fl@) —— 0du=0

r——+0o0 1

Exercice 81 : [énoncé]
a) Puisque

cos? t

t

on peut affirmer, par équivalence de fonctions positives, que I'intégrale diverge en
0.
On peut alors conclure que f est définie sur |0, +oo[ (car 'intégrale sur un
segment d’une fonction continue converge) mais ne peut pas étre définie sur un

domaine plus grand.
b) Posons

1
~ 5 quand t — 0"

Cette fois-ci )
sin“t
~t quand t — 0"

et donc la fonction g est définie et continue en 0.
Puisque

f@)+ge) = [ =ma

on peut conclure
f(z) ~Inz quand z — 0%

o) - /: 1+ cos(2t) &= llnx . /IJL cos(2t) gt

Aussi

2t 2 2t

Comme la nouvelle intégrale converge en +oco (cela s’obtient par une intégration
par parties) on conclut

1
flx) ~ ilna: quand z — +0o0

Exercice 82 : [énoncé]
a) Pour que la racine carrée soit définie pour ¢ € ]0, 1], il est nécessaire que
x € [-1,1].
Pour z € |1, 1], U'intégrale définissant f converge par les arguments
d’intégrabilité suivant

1 Cte

1 1
1 —0)(1—2%) o0t Vi “ 000 —220) o1 VIt

Pour x = +1, 'intégrale définissant f diverge car

1 1 >0
t(1—t)(1—t)tmot1—1

L’ensemble de définition de f est donc |—1,1].
b) Sur [0, 1], la fonction f est croissante et admet donc une limite en 17.
Par I'absurde, si celle-ci est finie égale a ¢ € R alors

@ dt
Va € [0,1], /
0

L0122

Par intégration sur un segment, la fonction de x déterminée par le premier
membre est continue en x = 1, on en déduit

/aigg
0 Vi1 —t)

Or ceci est absurde car par non intégrabilité d’une fonction positive

+00

/a dt
0 \/i(l—t) a—1—

Exercice 83 : [énoncé]
a) La fonction z — 1/2%(1 4 x) est définie et continue par morceaux sur |0, +00]
avec

1 1 ¢ 1 1
N et~
(1 +z) amot 2@ 2%(1 4+ x) 2400 gotl
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Cette fonction est donc intégrable si, et seulement si, « € |0, 1].
La fonction intégrée étant de surcroit positive, I'intégrale définissant f ()
converge si, et seulement si, « € ]0,1].

b) On a
T da ! dz +o0 dx
fla) = e o - T YR,
1 x o z¢(1+x) 1 zeti(1+4z)
—+oo —+oo
/ L / _dr
vzt (1+ o) 1 z(l+z)
/1 dx < /1 dz
o (1 +m) o Va(l+2)

+o0o T
fla)= [+ 0 =g +00) ~ 2

xa-{-l

Or

et pour @ < 1/2

On a donc

c) Par le changement de variable C! bijectif # = 1/t, on obtient f(a) = f(1 — «)
d’ou la symétrie affirmée.
d) Posons

1

U(O{7 1’) = m

Pour chaque z € ]0, +o0[, la fonction o — u(a, z) est continue et pour chaque
a €10, 1] la fonction x — u(a, x) est continue par morceaux. Enfin pour
a € [a,b] €]0,1] (avec a > 0), on a

lu(z, )| < Y six €[1,4o00]
et )
) < ———sizel0,1
.)€ s st € 0]
Ainsi

|u(z, @)| < wap(x) pour z € ]0, +00]

en posant ¢, (z) = u(a, ) + u(b, z) qui est intégrable.
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que f est continue sur ]0,1[.
e) Par le changement de variable = 1/¢, on peut écrire

/1 dz _/+°° dt
0 $a(1+$) B 1 tl_a(1+t)

et alors

+oo I17a+1.o¢
o= [ T

On vérifie que pour z > 1, la fonction a +— '~ + 2% est décroissante sur 0, 1/2]

puis croissante sur [1/2,1[. La fonction f a donc la méme monotonie et son

minimum est donc
oo qe

0o Vi(l+t)

via le changement de variable u = v/%.

f(1/2) =

Exercice 84 : [énoncé]

a) Posons f(z,t) = tli—;

f est définie et continue sur ]0, +oo[ x 10, 1].

Pour z >0, f(z,t) ~ LIntdonc vif(z,t) — 0 puis ¢t — f(z,t) est
t—0+ * t—0+

intégrable sur ]0, 1].

Ainsi F est définie sur ]0, +o0].

f admet une dérivée partielle % continue avec %(:m t)=—

Soit [a,b] C ]0,400[. Pour z € [a, ],

of
ox

Int
(t+z)?"

Int|
a?

<x,t>\ < 0

avec  intégrable sur |0, 1].
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que F est de classe C! et

roN 1_ Int
F(:r)—/0 Gto? dt

b) Par intégration par parties,

S T ST

ou la primitive de t — u%x est choisie de sorte de s’annuler en 0 pour que
Iintégration par parties présente deux convergences.
Ainsi

ron booae _In(z+1)—Inx
F(x)_/o tit+xz) T

Par opérations

1 1) -1 In(1+1 1 1
n(z+1)—lnz In(l+1/2)+ ne 1,

x T €T

G'(x) =
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puis

G(x)

=G(1) - %(lna})2
Or G(1) = 2F(1) avec

Unt
t+1

F(1) =

1400
= / dt = / > (=1)fFIn(t)dt
0 0 k=0
donc par convergence de la série des intégrales des

(="

n2

-1

Or [3 #*In(t) dt = ;715

+oo
. Sachant Y & = %2, on obtient F(1) =

n=1

—+oo
valeurs absolues, F/(1) = .
n=1

puis

o| 3,

G(z) = %(lngc)2 -

¢) Par décomposition en éléments simples

t—1 _ Ch91—1 _ Ch91—1 (t + Che)
(t+1)(t2+2tchf+1)  t+1 12+ 2tchf+ 1
Donc
/1t—1 Int Qe (F() 1G( ") = 62
o t+12+2tch(@)+1 chf—1 27 T 4 (eh(9) — 1)

Exercice 85 : [énoncé]
a) Par le changement de variable ¢ = zu,

T 1
=
0 0

sin(eu) ost définie et continue sur |0, +o0o[ x [0,1] et

14w
[f(z,u)] < 1= p(u)

sint
t+x

sin(zu)
1+u

du

g(z)

L’application f : (z,u) —

avec @ intégrable sur [0, 1].

Par domination, on peut conclure que g est définie et continue sur |0, +o0].

b) Puisque

sin(zu)
14+u

on peut affirmer, toujours par domination, que

Yu € [0,1], —0

z—0t

1
0du=0
0

—
g(fﬂ) z—0t

La méme technique ne s’applique par pour 1’étude en +o0o0. On va alors
transformer ’écriture de l'intégrale. Par intégration par parties

x x
L1
Le terme entre crochet tend vers 0 quand x — 400 et le terme intégrale aussi car

r

cos(t)
(x+1t)2

cos(t)
T+t

g(x) = {

cos(t)
(z +1)?

v dt 1
ﬁ:

T

dt’ <

fud

12 Ainsi

0.4
0.3
0.2

0.1

—xt

Exercice 86 : [énoncé]

Considérons f : (z,t) — S5 définie sur ]0, +oo[ x [0, +oo]

Pour ¢ € [0, 4+o00], la fonction x — f(x,t) est fois dérivable sur ]0, +oo[ f admet
une dérivée partielle

f e
—(x,t) = —t
Pour tout z € |0, 400, t = f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur
[0, +o00[ car
2
Ef@t) 5 0
De plus .
Vz €0, 400, t g—i(ac, t) est continue par morceaux.

of

vt € [0, +oof, x> FE

(z,t) est continue.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015

Corrections 52

Enfin, pour [a,b] C [0,400[. On a

—at

V(z,t) € [a,b] x [0, +o0] <e

=

avec ¢ : t — e~ continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo].

Par domination sur tout segment, la fonction g est de classe C' sur RT* et

, +oo efazt +oo efxt +oo .
—g(x)+g(x) = t dt—|—/ dt:/ e *tdt = —
g(z) + () /0 1+t o 1+t o

On peut aussi constater le résultat plus directement en procédant aux
changements de variable v = 1 4 ¢ puis v = ux ce qui ramene ’expression étudiée

a une primitive
+oo e~V
g(z) = e””/ dv
. v

et on peut alors vérifier la satisfaction de 1’équation différentielle.

Exercice 87 : [énoncé]

a) L’application ¢ — =1t* est définie et continue par morceaux sur 0, 1.
Quand t — 07,
t—1
= o ("
Int o(t")
Quand t — 17,
t—1
—t" =1
Int

L’application  +— %tz est donc intégrable sur ]0, 1]

Donc g est bien définie.

b) Posons f(z,t) = t=te®nt,

Vo > —1, t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur |0, 1] comme vu
ci-dessus.

La fonction f admet une dérivée partielle

of

. = (z,t) = (t — 1)e*n?
Vo > —1,t— af = (,t) est continue par morceaux sur |0, 1],
Vit e€]0,1,z —f(x t) est continue sur |—1,+o0] .
Pour [a,b] C ]— oo

V(z,t) € [a,b] x]0,1[, Bﬁ(z,t)‘ < (1 =)t = pa(t)

avec @, continue par morceaux et intégrable.
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que g est de classe C' sur
]-1,400[ et

! 1 1
g'(x) :/0 (=Dt = 5~ o
c¢) Par intégration
g(z) :lniif +C
Etudions C = lirf g(x).
La fonction t — = peut étre prolongée par continuité sur [0, 1], elle y est donc

bornée par un certaln M et alors

1
M
0<g(:v)</ Mt*dz = —— —— 0
0 r+1 z—o+cc

On en déduit C' = 0.

Exercice 88 :
Posons

[énoncé]

t—1

t.’E
Int

u(x,t) =
définie et continue par morceaux sur R x |0, 1[.
Pour tout = € R, la fonction ¢ — u(x,t) est continue par morceaux sur |0, 1[.
Puisque

xT
u(zx,t) T et u(x,t) P 1
la fonction t — wu(z,t) est intégrable sur |0, 1] si, et seulement si, x > —1.
De plus, cette fonction est positive et donc la convergence de l'intégrale équivaut a
I'intégrabilité de la fonction intégrande.
On en déduit que la fonction f est définie sur |—1, 4+o0l.
La fonction u admet une dérivée partielle

ou

(@t = (=1

Cette dérivée partielle est continue en x et continue par morceaux en t.
Pour [a,b] C ]—1,40o0[, on a

Y(z,t) € [a,b] x]0,1[, ‘gz(x,t)‘ < (1—1t)t°
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Par domination sur tout segment, on peut affirmer que f est de classe C' sur
]—1, +o0[ avec

f@/utnﬂwil :

On en déduit
T+ 2

r+1

f@)=In +C

La fonction
t—1
Int

est continue sur |0, 1] et se prolonge par continuité en 0 et 1, elle est donc bornée
par un certain M € R et alors

/ Mt dt = M — 0
T+ 1 :r~>+oo

On en déduit C' = 0 puis finalement

t—

Exercice 89 : [énoncé]

a) Considérons f : (z,t) — t;—_tl définie sur |—1,4o00[ x ]0,1[.

Soit x > —1. La fonction ¢ — f(x,t) est continue par morceaux sur |0, 1[.
Quand t — 1.

t=1—havech—0%.

(1+h)®—1
=2 =
et donc f est intégrable sur [1/2, 1].
Quand t — 0.
On a

0 sixzx>0
t””—+> 1 siz=0
=0 +oo size]-1,0]

Siz > 0, on obtient f(x,¢) — 0 ce qui permet un prolongement par continuité.
Siz <0,ona f(z,t) =0(t”) =0(1/t7") avec —z < 1.

Dans les deux cas, t — f(x,t) est intégrable sur |0, 1/2].

Finalement ¢ — f(z,t) est intégrable sur 10,1[ et donc g est définie sur |—1, +o0].
b) La fonction = — f(z,t) = tl —1 est dérivable donc f admet une dérivée partielle
of

%et

2 (a,t) = 17
ax(x7)

Vz € ]—1,+o0], t — f(x t) est continue par morceaux sur ]0, 1]
Vi €10,1[, z — gi (z,t) est continue sur |—1, 4+o0[.

Soit [a,b] C |—1,+oc0[. Pour z € [a, b],

0
0| <=t

avec ¢ : ]0,1[ — R continue par morceaux et intégrable sur ]0, 1].
Par domination sur tout segment, g est de classe C' et

! 1
g(:c):/ trdt =
0

r+1

On en déduit

Exercice 90 : [énoncé]
a) cos(zt)e™t = Re(el~1H18)t) et |e(_1+i"”)t‘ =et

Par suite f0+oo —tdt existe et

+o0 +oo ) 1 1
/ cos(zt)e”dt = Re / e(71H2)t 4t ) = Re _ =
0 0 1—idx 14 2?2

b) g(z,t) = H2ZLe~" est définie et continue sur R x ]0, +o00[.

t — g(x,t) est continue par morceaux sur |0, 4+o00[, se prolonge par continuité en 0
et est négligeable devant t — 1/t? en +o00 donc la fonction F est bien définie sur
R.

% est définie sur R x ]0, +o0], t — 2

0, 4o00|, z x,t) est continue sur R et pour tout x > 0,
396

2

qui est intégrable sur RT.

cos(zt)e

(:r t) est continue par morceaux sur

o (z,t) ‘ = |coswt.e™| = et = (1)

avec 1) intégrable sur RT*.
Par domination F est de classe C! sur R avec

1
1422

“+o0
F'(z) = /o cos(zt)e ' dt =

¢) F(0) =0 donc F(x) = arctan .
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Exercice 91 : [énoncé]
La fonction u(z,t) = e~V /\/t définie sur R x ]0, 4-00].
t — u(z,t) est continue par morceaux sur ]0, +oo[ pour chaque = € R et
(1) Loop (z,t) —— 0
u(x ~ — et tPu(x,
"m0t Vit t—-+00

On en déduit que la fonction donnée par

+o0 e(ix—l)t )
F(z) = / St = f(a) + i)

est définie sur R.
La fonction x — u(z,t) est dérivable sur R pour chaque ¢ € ]0, +o0[ et

ou ,
—(z,t) = iVt (ix—1)t
e (z,t) = ivte
T %(m, t) est continue sur R pour chaque t € ]0, 00|,
ou

t — G2 (x,t) est continue par morceaux sur |0, +oo[ pour chaque z € R et

S| = Vi = pt0)

avec ¢ intégrable sur ]0, +00[ car prolongeable par continuité en 0 et vérifiant

2
Bolt) T 0

Par domination, on peut affirmer que F est de classe C! sur R et
+oo )
F/(J?) — / \/ie(zxfl)t dt
0

A l’aide d’une intégration par parties, on obtient
F/(e) = ~ 5= F()
2(x +1)
La résolution de cette équation différentielle donne

ei(arctan xz)/2

F(z)=F(0 (22 + 1)1/4
Enfin, sachant

“+o0
/ et dt = ﬁ
0 2

on parvient a

ﬁei(arctanm)/2
F(z) = 2 1/4
(x2+ 1)V

d’ot les expressions de f(z) et de g(x).

N3 arctan x N3 . (arctanwz
f(z) = Wcos <2> et g(z) = Wsm <2>

On peut encore éventuellement « simplifier »en exploitant

1 2
cosx = —l—c%(m) pou z € [—7/2,7/2]

ce qui donne

cos (arctanx) _ I+ A

2 2
et aussi
1— 1
. arctan x . ( ) Ttz2
sin [ ———— | = signe(z)|/ —%—""—
2 & 2

Exercice 92 : [énoncé]
fi(zt)— e_m;e_yt et %(z,t) = —e~ ! sont définies et continues sur R*T* x R**.

t — f(xz,t) est intégrable sur |0, +oo[ car prolongeable par continuité en 0 et
négligeable devant 1/t en +oo.
Pour a > 0,

o e ool | e0)] < = 0

avec @, intégrable sur RT*.
Par domination x — F(x,y) est de classe C! et

OF Hoo . 1
il - ettt = — =
o @) / e -

Donc F(z,y) = —Inz + C* et puisque pour z =y, on a F(z,y) = 0 on obtient

F(z,y)=lny—Ilnz
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Exercice 93 : [énoncé]
a) Posons

ot _ o2t

T
4 t
La fonction ¢ est intégrable sur |0, +oo[ car prolongeable par continuité en 0 et
vérifiant t2¢(t) P 0. Par domination, on obtient que F' est définie sur I = R.
— 400
b) Posons f(z,t) = ¢(t) cos(xt).
f admet une dérivée partielle % et
of

%(x,t) = —(e7!" — e ?")sin(at)

T %(x, t) est continue sur R, ¢ — %(z, t) est continue par morceaux sur
10, +o0f et %(m,t)’ <e t+e 2t =)(t) avec ¢ intégrable sur ]0, +o0].

On en déduit que F est une fonction de classe C! et

“+o0o
F'(z) = /0 —(e7t —e ") sin(xt) dt

+oo +o0 ) x
/ e “'sin(xt) dt = Im (/ elmatin)t dt> =5
0 0 a*+x

1 4 4 22
F(x)=-1 te
() 2n<1+x2>+0

Montrons que F(x) —— 0 quand z — +o0.
T—+00

Or

donc

Par intégration par parties

sin(a:t)} T

+oo
- - / @' (t) sin(xt) dt
0

0 T

On en déduit
1 [t
F@l<y [ 010
0

T—+00

Par suite C*¢ = 0 puis

Exercice 94 : [énoncé]
On définit f : R x |0, +00[ — R par

flz,t) = e cos(xt)

a) Pour z € R, la fonction t — f(x,t) est définie et continue par morceaux sur
10, +o0l.

Quand t — 400, t2f(x,t) — 0 et quand t — 0T, f(x,t) — b —a donc t +— f(x,t)
est intégrable sur ]0, +oo].

b) Pour x € R, la fonction ¢ — f(z,t) est dérivable et

0
Y (r,y) = (e — =) sin(at)
La fonction % est continue sur R X ]0, +oo] et

2

o <m,t>' B T

avec @ fonction intégrable.
On en déduit que F est de classe C! sur R et

+oo
F'(z) = /0 (et — e~ sin(at) dt

Or
+o00 +oo ) T
/ e “'sin(xt) dt = Im (/ elmetia)t dt) =53
0 0 cc+x
donc . "
F'(z) = _
() 22102 22+ a2
¢) On en déduit
1 z? + b? "
F(m):§ln (M) +Ce

Pour déterminer la constante, on étudie la limite de F' en +o00. Posons

ce qui définit une fonction de classe C' intégrable ainsi que sa dérivée sur ]0, +oo].
Par intégration par parties généralisée justifiée par deux convergences

+oo 1 . +00 1 oo
W(t) cos(xt) dt = — [1(t) sin(at)] ™ — —

) ' (t) sin(zt) dt

0

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015

Corrections 56

et donc
+oo

t pde] < o "(t)] dt =0
vOwse < 1 [ )

=L (Z2)

2 + a?

0

On peut conclure

Exercice 95 : [énoncé]
a) On réalise le changement de variable u = /. On obtient 2(0) = /7.

b) t — g(z,t) = % est définie, continue par morceaux sur |0, +oo| et
intégrable.

g admet une dérivée partielle

Jg . (—14iz)t
o (z,t) =i te

9g

%

x> 52(x,t) est continue sur R,
X

t— 52(x,t) est définie et continue par morceaux sur |0, +0ool,

avec @ intégrable sur ]0, +0o0l.
La fonction z est donc définie et de classe C! avec

’ +oo \[ (~1+ia) g i 00 o(—1+i.z)t 1 1
- .. t - vz t = sz t N S
c)
—1 T +1 o X n i
2w +i) 262 +1)  20@P+1) 202 +1)
donc '( y
.arctan 1 9 Ceilarctanz
o) = o (82 = e ) = e

Puisque z(0) = /7, on conclut

ﬁei(arctan z)/2
2(z) = 2 1/4
(x2 + 1)1/

Exercice 96 : [énoncé]
Posons )
flz,t) =e e

La fonction ¢ — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur R car

2
Ef@t) 520 0

et donc la fonction g est définie sur R.
La fonction x — f(x,t) est dérivable et

or (x,t) = te~el®

ox

La fonction t — %(t, x) est continue par morceaux, la fonction z — g—f(x, t) est

. T
continue.
Pour a € RT, on a

V(z,t) € [—a,a] X R, ’gi(az,t)’ < |t\ea‘t|e_t2 = a(t)

avec @, intégrable sur R indépendant de x.
On en déduit que la fonction g est de classe C' et par une intégration par parties

too o, 1 2 a]™ 1

g (z) :/ te” e dt = {—et em} + f/ re el*dt
— 00 2 — 00 2 — 00

On en déduit que g est solution de I’équation différentielle

1

g (x) - 529(2) =0

Apres résolution de cette équation différentielle
g(w) = re /4

Enfin g(0) = /7 donne A = /7.

Exercice 97 : [énoncé]
a) Posons

f(z,t) = e ch(2xt)

La fonction ¢ — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur R car

2
Ef 1) T 0
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et donc la fonction F' est définie sur R.
b) La fonction  — f(z,t) est dérivable et

P f
8—f(:z:, t) = 2te""sh(2axt)

i3
La fonction t %(t7 x) est continue par morceaux, la fonction z — %(w, t) est
continue.

Soit a € RT.

af(x,t)‘ < 2ash(2a[t))e™ = o, (t)

t — R
Y(w,t) € [~a,a] xR, |

avec (p, intégrable sur R indépendant de x.
On en déduit que la fonction F est de classe C! et par une intégration par parties

+oo 2 2 +oo +oo 2
F'() :/ 2te” " sh(2zt)dt = [—e_t Sh(Q.Tt)} + 2.’17/ e " ch(2xt)dt
0 0 0
On en déduit que F' est solution de ’équation différentielle

F'(z) = 22F(x) =0

Apres résolution de cette équation différentielle

2

F(x) =X
avec F(0) = /m/2.
¢) On sait
too 922n )
Va,t € R, ch(2xt) = nzz:o o)l (xt)
Posons uy, : [0, +oo[ = R
2271 2n  —t2

Les fonctions u,, sont continues par morceaux et la série de fonctions Y u,
converge simplement sur [0, +o0c[ vers la fonction ¢ — e~ ch(2zt) elle-méme
continue par morceaux.

Chaque fonction u,, est intégrable et

+o0o 2n 2n +o0o
2
/ un ()] dt = ﬁ/ 2ne~t qt
0 (2n)! 0

Par intégration par parties

+oo —+o0 —+o0
/ 216t 4t = / 1201y ot qp = 201 / 2n=1) 1" gy
0 0 2 0

et donc

/*oo et qp = 20!
0

22np)|
—+o00 |x|2n
/o lu, (t)| dt = T

Il y a alors convergence de la série > [ |u,| et donc on peut intégrer terme &
terme ce qui fournit

S

puis

I

+o0 +oo +00 op
x ™ T 42
P =3 [ a3 S0 =
n=0 ’

n=0

Exercice 98 : [énoncé]
In(142%¢?
Posons g(z,t) = %
x +— g(z,t) est continue sur R,
t — g(x,t) est continue par morceaux sur [0, +oo],
2,2 2,2
lg(z,t)| < ln(lliiatzt) sur [—a, a] avec t % intégrable.
Par domination sur tout segment, on peut donc affirmer que f est définie et
continue sur R.
Il est évident que f est paire. Nous poursuivons son étude sur RT.
2 . 7’ .
%(w,y) = Mgw est bien définie.
x g—g(x, t) est continue sur RT,
t— %(m, t) est continue par morceaux sur [0, +00[.

o 2 2 . ,
Enfin ’a—g(gc,t)‘ < (Haftgw sur [a,b] C R avec t +— % intégrable.
Par domination sur tout segment de R™*, on peut affirmer que f est de classe C!
+o0 2xt>
sur Y et f'(2) = [ ety

En réalisant la décomposition en éléments simples (pour x # 1),
f(x) = 47 et cette relation est aussi valable pour = 1 par continuité.
Sachant que f(0) = 0 et que f est paire, on obtient f(z) = 7wln(1 + |z|).

Exercice 99 : [énoncé]
a) Posons f(x,t) = In(cos?(t) + z% sin?(t)) définie sur |0, +-oo[ x [0, 7/2].
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Pour chaque z > 0, la fonction ¢ — f(x,t) étant continue par morceaux sur
[0, 7/2], Vintégrale définissant F'(x) est bien définie.
Pour chaque t > 0, la fonction x — f(x,t) est dérivable et

(a1 =

2 sin?(t)
cos?(t) + x2 sin?(t)

Soit [a,b] C 0, 4o0].

2b
cos2(t) + a2 sin?(t

af(x,t)‘ <

¥(a,t) € [a.b) x 0,7/2), |5

) = Pa,b(t)

avec la fonction ¢, p : [0,7/2] — RT continue par morceaux et intégrable.
Par domination sur tout segment, F est de classe C' et

/2 21 sin?
Fl(z) = / vsin (D) __ g
o cos?(t) + x?sin®(¢)

Par le changement de variable C' bijectif u = tan ¢

+oo 2ulx
F(z) =
(z) /0 (14 2x2u?)(1 + u?) du

Par décomposition en éléments simples (si x # 1)

2z X C 2xf(a?—1)  2z/(x®—1)
1+22X)1+X)  1+X 1+22X
et donc N
2x < 1 1 us
Fl = — d =
(z) le/o 1+ 1ta2? 0 41

et la relation vaut aussi pour x = 1 par argument de continuité.
On en déduit
F(z) =nmln(z + 1) + C*

Sachant F'(1) = 0, on conclut
1
F(x) :ﬂln(aj; )

Exercice 100 : [énoncé]
Posons

fla) = /02” In(1 + x cost) q

cost

Pour |z| > 1, l'intégrale ne peut pas étre définie.

Pour |z| <1

Ent=m/2 et t = 3w/2, il est possible de prolonger par continuité la fonction
intégrée.

Pour x = —1:

Quand ¢ — 0T, In(1 — cost) ~ 2Int

Quand t — 27—, t =27 — h, In(1 — cost) = In(1 —cosh) ~ 2Inh

Pour x =1, quand t — m,t = 7 + h, In(1 + cost) = In(1 — cos h) ~ 21n h.
Finalement f est définie sur [—1,1].

Pour des raisons de symétrie,

fla) = 2/0” In(1 + x cost) g

cost

Par domination sur [—a,a] avec a < 1, f est C! sur |—1,1[ et

fuﬁzzlﬁ &

1+ zcost

Par le changement de variable u = tan %,

du 2

/ oo
f(:v)=4/0 I+ +2(1—w?) Vi-z2

Puisque f(0) =0, on en déduit f(z) = 2w arcsin z.

Exercice 101 : [énoncé]
a) f(x,t) = In(1 + xsin?t) est définie et continue sur [0, +oo[ x [0, 7/2].
Soit [a,b] C [0, +o0],

Y(z,t) € [a,b] x [0,7/2],|f(z,t)] < In(1+b) = p(t)

La fonction ¢ est intégrable sur [0, 7/2]
Par domination sur tout segment, on obtient F' est définie et continue sur [0, +o00].
b) f admet une dérivée partielle

8f( 0 sin?t
)= —
ox 1+ zsin®t

Celle-ci est continue en x et continue par morceaux en t.

2w < 1= 0

Y(z,t) € [0, +oo] x [0,7/2], 5
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La fonction ¢ est intégrable sur [0, 7/2] et donc, par domination, F est de classe

Cl avec

F(z) = / T sin’t
0

1+ xsin®t
Par le changement de variable u = tant C! strictement croissant

u2

+oo
F(“”):/O T+ @)1+ (z+ 1)

Apres décomposition en éléments simples et calcul,

F(z) w1 (1 1 ) v 1
)= —— — - —

2x Ve +1 2(14+Vzx+1)ve+1
¢) On remarque que

, 1 1

In(1++v1+2) TSNS

donc

F(z)=7rln(l+V1+2z)+C"*

sur R+,
Par continuité en 0 et sachant F'(0) = 0, on parvient & conclure.

Exercice 102 : [énoncé]
In(z24t%)
T+22
In(z2?4t%)
1+t2

t est continue par morceaux sur [0, +o0],

x> est continue sur R et pour z € [—a, a]

In(z? + t?)
1+ 2

In(a? + t2)| + |In(#2
e+ )],

avec ( intégrable. Par suite f est définie et continue sur R.
Il est immédiat que f est paire. Poursuivons, en étudiant f sur R**

d <ln(x2+t2)> - 22

de \ 1+ 22+ t2)(1 + 2)
t— WHQQW est continue par morceaux sur [0, +00|,
Tt W est continue sur R et pour x € [a,b] C RT*,

2x
(2 +2)(1+¢2)

< 2b
(@ +2)(1+1?)

=1(t)

avec v intégrable. Par suite f est de classe C* sur RT*.
Pour z # 1,

2z 2 1 1
(22 +12)(1+12) 22—1\141 22 +¢2

, +oo 2z 0
ro= [ Grrmarm -

et cette relation vaut aussi pour x = 1 par continuité.

donc

En procédant au changement de variable u = 1/¢, on obtient f(0) =0 et donc on

peut conclure
fl@)=rln(x+1)

pour z € RT en exploitant un argument de continuité.

Exercice 103 : [énoncé]

a) Posons

In(1 + 2tcosz + t2)
t

g(x,t) =

Puisque cosx > 0,
1+ 2tcosz + 2 > 1+ ¢

donc t — g(z,t) est définie et continue par morceaux sur |0, 1].
De plus
In(1 + 2t cosx + t2)

lim =cosx
t—0 t

on peut donc prolonger ¢ — g(z,t) par continuité en 0. Par suite F'(x) est bien
définie.
La dérivée partielle % existe sur [0, 7/2] x ]0,1] et

dg 2sinx
9 (4,4) = - 20T
Ox 14 2tcosz + t2

t— %(m, t) est continue par morceaux sur |0, 1],

x gfg(x,t) est continue sur [0, 7/2] et

%

0] <2= 400

avec ¢ est intégrable. Par domination F est de classe C*.
b) Pour z =0, F'(0) = 0.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015

Corrections

60

Pour z # 0,

F'(sc):—/l 2sinx dt:—/l 2sinx dt=—
o 1+ 2tcosz +t2 o (t+cosx)?+sin’x

Or

Ccos T
arcta; = arctan(ta 2 —
retan —— rctan(tan(w/2 — x))

avec /2 —x € |—m/2,7/2[ donc

arctan C?SIE =7/2—z
sin
et
1 2
arctan m = arctan C(_)Lx/) =n/2—x/2
sinx sin(z/2)
Finalement
Fl(z) =2((r/2 —x) — (7/2 — 2/2)) = —

c)
2In(1 + ) LEX(
FOO)= [ =——Zat=2 t"dt
() /0 3 /ZnJrl

-1
or la série de fonctions Z )
série numérique satisfait au crltere spécial ce qui permet d’écrire

t”+1 1
Ry (1)| < <
BN < 25 < 73
d’ou |Ryl|, — 0
Par suite
+oo n 2
(1) ™
F0)=2 = —
(0) T;) (n+1)2 6
puis
2z
Flz)=" -2
Exercice 104 : [énoncé]
a) Posons
1
n(Z,t) =
gn(1) (x2 +t2)

t"™ converge uniformément sur [0, 1] puisque la

t — gn(z,t) est définie continue par morceaux sur R et g, (z, t)

l})@tegrale définissant I,,(x) existe.

2 arctan JD—F o
0 e at
niw = [
0

sin
T2 + t2

z], 2

c) %(az t) = (wzﬁw existe sur ]0, +oo[ x [0, +oo].

1 1t ™
= |—arctan — = —
T

t2" donc

t— %L(x’ t) est continue par morceaux sur [0, +o0o[, x > gg (x,t) est continue sur
10, +00[ et pour tout 0 < a < b,
agn, 2nb
vrelatly |5y 0] < iy = Peeld)

avec @, intégrable sur R*. Par domination sur tout segment, I,, est de classe C!

sur [a,b] puis sur RT™ et
I (z) = —2nxl,41(x)

d) I,(z) = % avec Ay = 5 et A\py1 = 2’5:1 An d’on
A, = (2n)!
22n+1(pl)2

Exercice 105 : [énoncé]
a) Posons f : R x |0, 400[ — R définie par

Fl@,t) = exp ( (tQ + fj))

La fonction f est continue sur R x ]0, +o0] et

2

|f(z, )] <e " =o(t)

avec ¢ intégrable sur ]0, +oo].
On peut donc affirmer que F' est définie et continue sur R.
b) x — f(x,t) est dérivable et

of 2 x?
a(x,t) = tzx exp < <t2 + 2 ))
f

La fonction 37 est continue sur R x ]0, +oo] et pour z € [a, b]

2 (o) <

C 10, +o0[

2b a?
2 eXP < t2> exp (—1%) = @a (1)
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La fonction ¢, 5, est intégrable sur |0, +oo[ (notamment car de limite nulle en 07) b) Pour z # 1
donc on peut affirmer que F est de classe C! sur |0, +oo] et )
1 1 z 1
oo g 2 1+ 222)(1+82) 2—1(1 22 1 t2>
d’ott
, r—1m m
c) Procédons au changement de variable u = x/t (bijection de classe C*) Fi(z) = 2192 2@+ 1)
, +oo 2 5 ce qui est encore valable en 1 par continuité.
F'(z) = —2/0 exp | —| 3 +u du = —2F(zx) Par suite

F(z):gln(x—kl)%-c

d) On en déduit qu'il existe A € R vérifiant
avec C' = 0 puisque F(0) = 0.

Vo >0, F(z) = e "

Puisque F est paire et continue en 0, on obtient Exercice 107 : [énoncé]
S X [a,b] est compact et toute fonction continue sur un compact y est
Vo € R, F(z) = F(0)e 2l uniformément continue.

Etudions la continuité de F' en o € R et considérons S = [ — 1, + 1].

i (! < — T <
Exercice 106 : [énoncé] Ve > 0,3n > 0,Y(x,t), (', 1) € Sx[a,b], ||(x,t) — (2", 1) <n=|f(z,t) — f(a', )] <e
a) Posons Donc pour |z — a| <7, on a
arctan(xt)
b

t(1 + 2
(1+%%) IF(z) — F(a)| < / edt = (b — a)
est définie sur [0, +o00[ x ]0, +00], a

t— f(x,t) est intégrable sur ]0, +oo] car prolongeable par continuité en 0 et égale
aun O(1/t3) en +oo. Ainsi F est définie sur R*

of 1
2: ) = T Ema e

flz,t) =

Ainsi F' est continue en a.

(x,t) = e est continue par opérations donc g 'est aussi par intégration sur un
segment.

Pour z # 0, g(z) = <=L et g(0) = 1.

Sans difficultés, on vérifie g est continue sur R.

est définie sur [0, 4+o00[ x ]0, +00],

t— %(w, t) est continue par morceaux sur |0, +o0o[ et  — %(x, t) est continue . ) )
sur [0, +00|. Exercice 108 : [énoncé]

1 Réalisons le changement de variable ¢ = u(x) + 0(v(z) — u(x))

= p(t)

&
(%(x’t)‘ s 1+¢2 v(z) 1
/ flz,t)dt = (v(z) — u(x))/o flz,u(x) + 0(v(z) — u(z))do

avec ¢ continue par morceaux et intégrable sur ]0, +o0], (x)

donc F est de classe C! sur RT avec
Considérons la fonction

, oo dt
Fo- [ s g: (@.0) = f@.u(a) + 0(u(x) — u(x)
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Pour [a,b] C I, la fonction ¢ est continue sur le compact [a,b] x [0,1] et donc
bornée. Par conséquent, il existe M € RT vérifiant

V(z,0) € [(Lb} X [07 1} ) |g(x79)| <M = p(0)

La fonction ¢ est intégrable sur [0, 1] et donc, par domination sur tout segment,

on peut affirmer la continuité de la fonction

1
x> / g(z,0)do
0

On en déduit la continuité de la fonction étudiée par produit.

Exercice 109 : [énoncé]
Pour tout = € R, on peut écrire

On a donc

1
Ve R*, g(z) = ; [ (zu) du
]

Posons h(z,u) = f'(zu) définie sur R x [0, 1].
La fonction h admet des dérivées partielles gmff a tout ordre n avec

o"h

e —(z,u) = u”f("H)(a:u)

Celles-ci sont continues en z et continues par morceaux en u.
Soit [—a,a] C R. Puisque la fonction f("*1) est continue sur le segment [—a, a],
elle y est bornée et donc il existe M € RT vérifiant

877,

Y(z,u) € [—a,a] x [0,1], o (T

0]

Puisque la fonction ¢ est intégrable, on peut affirmer par domination sur tout
segment, que la fonction
1
T / f(zu)du
0
est de classe C* sur R avec

o < / f(zu du> = / u" ) (zu) du

On en déduit que la fonction g se prolonge en une fonction C* sur R avec

f(n+1)(0)

1
() = n p(n+1) -
Vn € N, g (0) /Ouf (0) du o

Exercice 110 : [énoncé]
a) On applique la formule de Taylor reste-intégrale & f en a.
b) On réalise le changement de variable ¢ = a 4 6(x — a) et 'on obtient

fla) = (@ =ar [ (1(;_6)1)f(“)(a+0(w—a))d9
Posons a e)a_l
h(z,0) = mf(a)(a +0(z — a))

La fonction h admet des dérivées partielles

oFh (1—6)~-t

3k( 0) = W(w—a)kf(”k)(wr@(fﬂ—a))

Celles-ci sont continues en x et continues par morceaux en 6.

Soit [a — b,a + b] C R. La fonction f(®*+*) est continue sur ce segment et y est
donc bornée par un certain M.

Puisque

Ve € la—b,a+b],V8 €[0,1],a+0(x —a) € [a —b,a+ b
on a
okh

Y(z,0) € [a —b,a+b] x [0,1], ook

(2, 9)\ —(0)

avec ¢ fonction intégrable sur [0, 1].
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que la fonction

(Oé) —
g: x»—)/ afl (a+6(x—a))db

est de classe C*°.

Exercice 111 : [énoncé]
a) t— g(x,t) = e(=1Fi2)t* ost définie et continue par morceaux sur [0, 400
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Puisque t — |g(z,t)| = et est intégrable sur [0, 4o00[, la fonction z est bien avec @ intégrable sur R indépendant de x.
définie. , On en déduit que la fonction g est de classe C! et par une intégration par parties
PN 8 9 (z,t) = it?e(~1H®) est définie et continue par morceaux sur [0, +oo], . . .
oo . o5} 0o

€T '99( ,t) est continue sur R, J(z) = / ite—t it qp — |:_7’e—t26itm:| 1 / ro—t it gt

a — 00 2 — 00 — 00

2

99 (2, 1)] < 267t = p(t) . . e

ox On en déduit que g est solution de I’équation différentielle
avec ¢ intégrable sur [0, +o0l. p 1 B
La fonction z est donc définie et de classe C! sur R avec g' (@) + 2xg(x) =0

+oo i 1 N 7 . , . s .

A (z) = / a1+ g — _ (a) Apres résolution de cette équation différentielle
0 ipp 2(x +1)

. N g(x) = Ae o /4
b) En multipliant par la quantité conjuguée
-1 —r 4 z i Enfin ¢(0) = /7 donne A = /7.

20 +i) 2@2+1) 2a?2+1) DTEEEY)

donc . Croilarctan) /2 Exercice 113 : [énoncé]
arcta e o
2(z) = C’exp( %_Zln(x _|_1)> W a) Posons [ : R X R — R définie par
itx
Puisque z(0) = \zfv on conclut fla,t) = le—|— v
i(arctan x)/2
z(x) = % La fonction f est définie et continue sur R2.
(2% +1) Pour tout (z,t) € R?, on a

. , . 1
Exercice 112 : [énoncé] |f(z,t)] < e ¥(t)
Posons

2 .
flz,t) =e e avec 1) intégrable sur [0, +oo.

La fonction t +— f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur R car On en déduit que ¢ est définie et continue sur R.
b) Par intégration par parties
t2f(x,t) —— 0

t—+oo 1 1 +oo 2teitm

et donc la fonction g est définie sur R. wlw) = Tt o (1+412)2 de
La fonction = — f(x,t) est dérivable et
o/ La fonction N y
42 o 2tett®
t) = ite t eztz
(@) =i m/ T
La fonction ¢ af ~(t,x) est continue par morceaux, la fonction z gf (z,t) est est de classe C! sur R en vertu de la domination
continue et
of .2 o [ 2e® 2t 2
—(xz,t)| < |tjle”" = op(t - = <
ax(x’ )‘\| | () Oz \ (1 +2)2 (1+12)2 1412
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On en déduit que ¢ est de classe C! sur R* avec

") 1 1 /+°° 2teite it 1 /+°° 2t2eite &
)= —— — [ — - -
v w? i fy,  (1+12)? x )y (141t2)2

Or par intégration par parties

/+o<> 2teitw eitw +°°+' /+<>O eitw "
o (Q+2)2 | 1+, Tl 1+

1 +oo eitm 1 +oo 2t2eitz 1 +oo t2 -1 )
(z) = —= gt f/ 7dt:f/ T eite g
# () x/o 29Tz ), arer v )y A+e)2t

Enfin, une derniere intégration par parties donne

+
. 2t eitz > + i /+oo 2t eith’ dt
1+ |, o 1+£2

dw-1|

T

et la relation voulue. ..
¢) Par le changement de variable u = tz, on obtient I’expression proposée.
On peut décomposer

1 i +o00 i
€ €
dor=i [ [T
0 1

du
fE2 + U2 fE2 + U2

D’une part, par intégration par parties

oo el I too g2 g2
=5 - 722t du
1 ?2+u 2 +u? ], 1 (2 +u?)

uetv +oo o
_—_ = - —
2+ u? ], 22 4+1 z—o+

avec

%

et

< /+°° u? — 22 d 1
u =
S (@2 4 u?)? 2241 z—o0+t

+oo 1,2 _u2 i
RIS du
1 (x2 + u?)

D’autre part
1 u 1 1 iu
-1
0o T2+u 0 x2+u o r24u?

1

1
/ U du= [1 In(z? + UQ):| ~ Inz
0 2

0 z—0t

avec

et ) )
/ u(e; -1 du
o 24 u?

O'(z)=ilnx+o(lnz)+O(1) ~ ilnx

z—0t

1 |ezu_1|
g/ —du < 400
0 u

Au final

d) En vertu de ce qui précede

Im(¢'(z)) ~ Inz— —cc
z—0t
On en déduit que la fonction réelle Im¢p n’est pas dérivable en 0, il en est a fortiori
de méme de .

Exercice 114 : [énoncé]
Posons u(z,t) = e~ cos(xt).
a) Pour chaque = € R, la fonction ¢ — u(x,t) est continue par morceaux sur
[0, +00] et négligeable devant 1/t? en +oo donc intégrable sur [0, +oc[. La
fonction f est définie sur R.
b) La fonction ¢ +— %(m, t) est continue par morceaux sur R et z %(w, t) est
continue sur R.
Pour z € [0, 4+00],
ou

s < -2
‘ax(x,t)’ < te

avec ¢ — te~"" intégrable sur [0, +00], la fonction f est de classe C! et

f(z) = /O e sin(zt)dt

Par intégration par parties impropre justifiée par deux convergences,
1 oo e 1
f(z)= {Qe_tz sin(xt)] - 5/ ze cos(at)dt = —ixf(x)
0

0

f est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et f(0) = /7/2 on

conclut
fla) = Lleta®

¢) On peut écrire

+oo to0 nx2n 5
fla) = /O 27( (12)n)! t2re=t" dt
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n,_2n
Posons uy, (t) = %tzne*t(z.

Les fonctions u,, sont continues par morceaux sur RV.

7. . . - 2
La série > u, converge simplement sur Rt vers la fonction ¢ + e~*" cos(zt) elle

aussi continue par morceaux.
Les fonctions u,, sont intégrables sur R et

+oo xzn +oo 5
/ |’Um(t)| dt = 7‘/ tzneit dt
0 2n)! Jo

Par intégration par parties impropre justifiée par deux convergences

+o0 +oo
/ pne—tt qp = 2n =1 / 2= o=t gy
0 0

2

+o00 | oo
n, —t2 3, _ (2n)! —¢2
/0 t“"e”" dt = 22 |, e " dt

—+o0 2n
/ ()] dt = VT
0

22np! 2

et donc

Ainsi

Cette quantité étant sommable, on peut intégrer terme a terme et on retrouve

= nypn /7 T .2
f(.]?) — Z (_1) f _ Le—z /4

22npl 2 2

Exercice 115 : [énoncé]
Posons u(z,t) = et cos(at).

La fonction u est définie sur R x [0, +00[ et admet une dérivée partielle

%(x, t) = —te™" sin(xt)

Vo € R, t — u(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo] car
négligeable devant 1/t en +oo.

Ve € R, t+— g—z(x, t) est continue par morceaux sur [0, +00l.

Vit € [0, +oof, z — %(x,t) est continue sur R.

Enfin

8u 42
%mt)\ <t = (1)

avec ¢ : [0, +oo[ — R continue par morceaux et intégrable sur [0, 4o00[.

V(z,t) € R x [0,400[,

Par domination, la fonction g est de classe C' et

+oo R
g (z) = / —te™ " sin(xt)dt
0
Procédons & une intégration par parties avec les fonctions C*

u(t) = %e*tz et v(t) = sin(at)

Puisque le produit uv converge en 0 et 400, 'intégration par parties impropre est
possible et

’ I oo —t?
g'(x) = |=e " sin(at) - - xe " cos(xt)dt
2 2 Jo

Ainsi on obtient

(@) = —5rg()

g est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et g(0) = \/7/2 on
conclut

Exercice 116 : [énoncé]
Posons f(z,t) = t*~te™! définie sur RT™* x 0, +ool.
Pour tout z > 0, la fonction t — f(x,t) est intégrable sur ]0, +oo[ car

t"te™t ~ t"lavecx —1>—1et t*f(x,t) —— 0
t—0+ t—+o0

La fonction f admet des dérivées partielles

ok f

Dok (z,t) = (Int)Ftole~

k
Pour tout > 0, la fonction t — %(x, t) est continue par morceaux et intégrable
sur ]0, +o0] car

t*(Int)kt*te™" —— 0 pour a € |1 —z,1[ et t* x (Int)** " le™" —— 0
r—0t t—+oo

Pour [a,b] C ]0,+o0],

ok f

¥(x, ) € [a,b] x 0, +oo[, | =%

<x,t>\ < MRt 4 2 et = (1)
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car Par des arguments analogues aux précédents, on obtient que ¢ est intégrable sur
< it quet<lout>1 ]0, +00[ et donc, par domination sur tout segment, I' est de classe C? sur ]0, +oo]

avec
La fonction ¢ est intégrable sur ]0, +oo] et donc, par domination sur tout

+o0 +oo
/ _ z—1_—y " _ 242—1_—y
segment, I' est de classe C* sur ]0, +o00[ [(z) = /0 In(6)t* e ¥ dt et I'"(z) = /0 (Int)"t*" e~ ¥ dt

c) La dérivée seconde de InT'(x) est du signe de

Exercice 117 : [énoncé] I (2)0(x) — T'(x)?
a) Posons f(x,t) = t*~te™! définie sur R™ x 0, +o0].
Pour tout > 0, la fonction ¢t — f(x,t) est continue par morceaux sur |0, +o00[ et

intégrable car 400 +00 +00
( \/tz—le—t\/(lnt)2tx—le—t) dt < (/ 1ot dt) (/ (lnt)2t3:—1e—t dt)
0 0 0

t*le7t ~ t"lavecxr —1>—1lett*f(z,t) —— 0

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

t—0+ t—+o0
Ainsi
La fonction I' est donc définie sur |0, +oo]. I(z)? < T(2)M(x)
Pour tout ¢ € |0, +oc[, la fonction x +— f(x,t) est continue sur R** ot donc

Pour x € [a,b] C ]0,+oc[, on a t*~1 <271 ou t*~1 < #*~1 selon que t < 1 ou .
t > 1 et donc (InT(z))”" >0

Finalement x — InT'(z) est convexe.
V(z,t) € [a,b] x |0, 4o00[, [f(x,1)] < f(a,t) + f(b,1) = ¢(t)

La fonction ¢ est intégrable et donc, par domination sur tout segment, I" est
continue sur |0, +o00o[.
car

Exercice 118 : [énoncé]
a) Puisque In(1 + u) < u, on a

t*7le7t ~ t* lavecx—1>—1ett?f(z,t) —— 0 AN t t
t—0+ fa?) t—+o0 0< (1 — ) = exp ((n —1)In (1 — )) < exp (—(n — 1)) =etet/" < et
n n

n
b) Pour k£ =1 ou 2.
b) Pour tout ¢t € R, In(t)e™* est limite simple de la suite de fonction (u,,) définie

k k n—1 . .
67{: existe ot a—i(x,t) — (Int)k¢r—le—t par un(t) = (1-1) site ]f)t,n[ et u,(t) =0 sinon.
Ox Ox Puisque [In(t)u,(t)] < e.In(t)e™", par convergence dominée :
Pour tout > 0 : ¢t — %(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur ]0, +o00| n A\t Foo
car lim In(t) (1 — ) dt = / In(t)e " dt
n—-4oo 0 n 0
t*In(t)t" te™! o 0 pour a € J1 —z,1[ et t* x In(t)t" e P 0 ¢) Par le changement de variable u = nt
5 n ¢ n—1 1 )
aT]; est continue en x et continue par morceaux en t. / (1 - ) In(t)dt = / n(1—u)"" " In(nu)du
Pour tout [a,b] C |0, 4+00] 0 K 0
) avec . )
0 _
(1) € 0, 8] x 10, 0] | agj(m)\ < (e + 0 Vet = (1) [ =0 g du=tan+ [ ai( - w0 d
0 0
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et

1—u)"—1

/ nin(u)(1 —u)" "t du = [In(u)(1 - (1 —u)™)]} _|_/ ( du

u

On notera que la fonction u +— n(1 — u)"~! est primitivée en (1 — (1 — u)") qui
s’annule en 0 de sorte que l'intégration par parties donne & la limite quand € — 0%

uw)” —1

/01 nIn(u)(1 — u)"! du = /01 ﬂ% du

d) Par le changement de variable u =1 — v

1 1 1n
1-u)-1_ / vt =1 / &
/0711 du = | v—ldv_ | E v® dv

puis

Finalement

Exercice 119 : [énoncé]
a) Posons f(x,t) = t*~te™t définie sur R™ x 0, +o0].
Pour tout > 0, la fonction ¢ — f(z,t) est intégrable sur 0, +oo] car

t* et ~ t"lavecx —1> —1et t*f(x,t) —— 0
t—0+ t—+o0

La fonction f admet des dérivées partielles

ak
a—{(m,t) = (Int)kte et
x
k
Pour tout x > 0, la fonction ¢ +— %(x, t) est continue par morceaux et intégrable

sur ]0, +oo car

t"(Int)* " te™" ——— 0 poura € ]1 —a,1[ et t* x (Int)"#"le™" ——— 0
z—0F t——4o00

Pour [a,b] C ]0,+o0],

ok f

¥(x,1) € [a,b] x 0, +o0[, | =%

(m)‘ < DRt 4 2 et = o)

car
<yt quet <lout>1

La fonction ¢ est intégrable sur |0, +oo[ et donc, par domination sur tout
segment, I" est de classe C* sur |0, +oo|
b) Par intégration par parties avec u/(t) = e~ ! et v(t) = t*, on obtient

I(z+1) =2al(x)

Sachant I'(1) = 1, on obtient par récurrence I'(n + 1) = nl.
c¢) Par le changement de variable proposé

n" +oo
I(n+1) = e—n\/ﬁ[ fnly)dy

fn(y) =0 sur ]—oo, —\/ﬁ] , faly) = e uvVn (1 + %) sur ]—\/ﬁ, —1—00[

Sur |—/n, 0], une étude fonctionnelle montre n In (1 + %) —yy/n < —y; qui
donne 0 < fo(y) < e v/2.

Sur [0, +ool, une étude fonctionnelle montre nIn (1 + %) —yyn < —y+In(l1+y)
pour t > 1. Cela donne 0 < f,(y) < (1 +y)e™?.

d) La fonction
oY’ /2
T
vy (14 y)e?

siy<0
sinon

est intégrable sur R.
Quand n — +o0, en réalisant un développement limité du contenu de

I’exponentielle
Y

o) = W28 oo

Par convergence dominée

“+o0 “+o0
W(y)dy — eV /2y = Vor
fu(y)dy Yy
d’ou .
Fn+1)=nl~ \/27mn—n
on
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Exercice 120 : [énoncé]

a) La fonction I' est définie sur RT*.

En effet, pour z € R, la fonction f : ¢~ t*"le~! est définie et continue par
morceaux sur |0, +0ol.

Puisque t2f(t) = t*+le~? P 0, la fonction f est assurément intégrable sur

[1, 4+o0].
De plus, f(t) >, t*~1 est intégrable sur ]0, 1] si, et seulement si, z — 1 > —1 i.e.
t

x> 0.

Ainsi f est intégrable sur |0, +o0] si, et seulement si, x > 0.

Enfin, la fonction f étant positive, I'intégrabilité équivaut a ’existence de
Iintégrale.

b) Par intégration par parties

T nan n 4z n—1
In(m):{t<1—t>} +/ t”(l—t> dt
x n 0 0 TN n

En répétant I'opération

n! "
I — x+n—1
n(®) :v(x—i—l)...(:r—i—n—l)n”/o ! de

et finalement

n*n!

(z+1)...(x+n)

I,(z) = =

¢) Quand n — 400

()=o) on o4 o))

Considérons la suite des fonctions

fn:t»—>{ gcil(l_%)n

Soit ¢t > 0 fixé. Pour n assez grand t € |0, n[ et

site]0,n|
sit e [n,+oo

t n
fo(t) =171 (1 — ) — 7ot
n

La suite (f,) converge simplement vers la fonction f introduite dans la premieére
question.
Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux.

Enfin, pour ¢ € ]0,n[, on a
[fa)] =" exp (nln(1 —t/n) <t"7'e™" = f(t)

car il est connu In(1 + u) < u pour tout u > —1. On a aussi | f,,(¢)| < f(t) pour
t € [n,4o0[ et donc
vt €0, n[, [fa(t)] < f(t)

La fonction f étant intégrable, on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée et affirmer

“+o0
I'(x)= i
() = lim ; fa(t)dt
Puisque
o0 n t n
/ fn(t)dt:/ 1 (1—) dt
0 0 n
on peut conclure
z )
D(z) = n*n!

Exercice 121 : [énoncé]
Notons que fol t*~le~t dt est bien définie.
Pour tout ¢ € 10, 1],
+o0 (_1)ntn+w71

tzfleft _ Z w

n=0
donc
1 +o0
t*"le7tdt = / fn
| o 2

Les fonctions f,, sont continues par morceaux, y . f, converge simplement sur ]0, 1]
et est de somme t — t*~Le™* continue par morceaux.
Les fonctions f,, sont intégrables sur ]0,1] et

1
/M D] dt = s

La série ) f]o 1 | fn| converge donc on peut intégrer terme & terme
1 +oo
—1)"
Fle—tar = S D"
/0 Z nl(z +n)
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Exercice 122 : [énoncé]

a) Introduisons la fonction
e—z(1+t2)
u (J?,t) (S [O,—FOO[ X [O, 1] — W

Pour chaque z € [0, +o0], la fonction ¢ — u(z,t) est continue par morceaux sur
[0,7/2]. La fonction f est donc bien définie.
La fonction v admet une dérivée partielle

ou 2
% . (fL‘,t) — _e_r(1+t )
Celle-ci est continue en x, continue par morceaux en t et vérifie
Ju

Y(z,t) € [0, +o0] x [0,1],

—(x,t)| <1
)

La fonction ¢ : ¢t — 1 est intégrable sur [0, 1]. Par domination, on peut alors
affirmer que f est de classe C! et

1 1
8u 2
"(2)= | =—(z,t)dt =— (147 ¢
= [ Grana=— e
b) On a
1
de¢ T
o=/ ie=1
Pour x >0,

1
0< f(x) g/ e Pdt=e""
0
donc Erorclf =0.

c) g est de classe C' par composition et

1
g (z) =2xf (z%) = 72:5/ e (%) gy
0

On a alors

T 2\ / 1 T
g(z) + </ et dt) = —233/ e~ T (IHt) g 4 967 / e tdt=0
0 0 0
x e 1 2a
e tdt==x e " du
0 0

car

L’évaluation en 0 perrz)net de conclure.
d) Pour z > 0, fox et dt > 0 donc

/ e dt = %fg(x) —
0

Exercice 123 : [énoncé]

a) Posons

efmt

0=

définie sur [0, +o00[ x |0, +o0].
Soit # > 0. L’application t — f(z,t) est continue par morceaux sur |0, +oo[ et

1
Vi1 + 1)

1 1 1 1
-  ~ — et —— ~ R
V(1 +t) 10t \/t V(1 +t) t=+oo 3/2

0< f(z,t) <

avec

donc ¢ — f(x,t) est intégrable sur 0, +o00[ et I'intégrale impropre définissant F'(x)

est bien convergente.
b) Pour chaque ¢ € ]0, 00|, la fonction « — f(x,t) est dérivable et

of te— ot
O () = -
Ox Vi1 +1)
Pour tout z € ]0, +o0], la fonction ¢ — %(m, t) est continue par morceaux sur
0, 400]
Pour tout ¢ € ]0, +o0], la fonction x %(m, t) est continue sur |0, 4-o00[
Soit [a,b] C ]0,+oo[. Pour (z,t) € [a, +oo[ x |0, +o0],

' of

o (@) < Vi = pl0)

avec @ : |0, +oo[ — RT continue par morceaux et intégrable.
Par domination sur tout segment, F est de classe C! sur ]0, +oo et
+oo —at
te™ "t dt
F(z)=— —_—
0o Vi(l+1)

On constate alors

F(:c)fF'(x)* +Ooixtdt = 1/+Ooeudu1
0 Vit o et=u T g Vu VT
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¢) On a

teo dt T 9du
FO)y = ) T+

0 V(L +t) t=u
et

+<>Oe—act I
0< F(x g/ dt = — ——0
() 0 \/i \/Ez—ﬂroo

donc, par encadrement, F' — 0.
+oo

d) Apres résolution (avec méthode de variation de la constante) de I’équation

avec la condition initiale y(0) = 7, on obtient

Vm}O,F(m):ezGr—I/ dt)
0 \/Z

La nullité de la limite de F' en 400 impose alors

xe_t
I/ —dt —— 7
0 \/{f T—r+00

et donc

1= V7

Exercice 124 : [énoncé]

a) La fonction

1—cost
12

est intégrable sur ]0, +oo| car
o(t) = O(1/t*) quand t — 400 et o(t) = 1/2
-

La fonction g : (z,t) — e~ *!1=gpst
o donc F' est continue.

De plus la fonction ¢ est bornée donc, pour x > 0

est continue sur R X |0, +oo[ et dominée par

Pl <ol [ o= Il
0 X

et on en déduit que F' tend vers 0 en +oo.

2
b) Les dérivées partielles % et % existent et sont continues sur R™* x ]0, +o0|.

t— %(m, t) est continue par morceaux et intégrable sur ]0, +oo.
Soit [a,b] C R**

V(z,t) € [a,b] x]0,+o0[,

0?2 _
8x§’<x,t)\ < 2 = (1)

La fonction ¢ est intégrable sur ]0, +o0[.
Par domination sur tout segment, F' est de classe C? et

+oo
F'(z) = / e (1 — cost)dt = 1z
0 x x2?+1

c) On a

car F'(x) —— 0 et

Tr—r+0o0

Fl)=azlhz—zlnva?2+1 —arctanx—i—g

car F(z) —— 0.

r—r+00
Par continuité, on obtient F'(0) = 7/2.
Par intégrations par parties

/+°° 1— gostdt _ /+°° 2sin’(t/2) . _ {_2sin2(t/2)]+°° N /+°° gdt
0 0 0

t 12 t 0

T 1 — cost T sint
— t= —dt
0 t 0 3

donc

d’ou

Exercice 125 : [énoncé]

a) Posons u(t) = 1 — cos(t) et v(t) = 1/t.

Les fonctions u et v sont de classe C' sur ]0, +oof et le produit uv converge en 0 et
+00 :

w(tyo(t) ~ L S 0etutyolt) = O(1/t) =0

t—0 2 t—+oo
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Par intégration par parties impropre, les intégrales

/ T ott) dt et / Tt (0) dt

sont de méme nature. Or

+o0 +oo 1— t
/ w(t)' (1) dt = —/ "l
0 0 t

1 —cost 1 t1—cost -0 1
t2 t—>02e t2 t—+o00 t2

Cela permet de conclure a la convergence de
Foo ;
sint
I= / o
0 t

e *gint
t

converge car

b) Posons
[z, t) =
définie sur |0, +oo[ x |0, +o00].

Pour tout & > 0, la fonction t — f(z,t) est continue par morceaux sur |0, +oo[ et

intégrable car

t) — 1 et ¢2 t) —
f(fﬂv)HO+ e f(fﬂv)H%oO

De plus, puisque [sint| < ¢ pour tout ¢ > 0, on a

N

+oo 1
|F(z)| / et = — —— 50
0

xr x—+oo

¢) f admet une dérivée partielle

g—i(x, t) = e “'sin(t)

Celle-ci est continue en x et continue par morceaux en t.
Soit [a,b] C |0, +oo]. On a

V(z,t) € [a,b] x ]0,400[, ’g‘;(%t)‘ <e ¥ =ot)

La fonction ¢ est intégrable sur |0, +oo[. Par domination sur tout segment, on
obtient F' de classe C! sur ]0, +oo] et

“+ o0
F'(z) = /0 e " sin(t) dt

En exploitant

on obtient

d) On en déduit
F(z) = —arctanx + C" sur |0, +oo[

i li F =
et puisque m (z) =0,

F(x) = g — arctan

Par continuité en 0,

rol 3

Exercice 126 : [énoncé]
a) On réalise le changement de variable t = u + nw :

" = (=1)" " —z(u+nm) sinu d
u(a:)()/oe u+n7ru

Tci .
S u
T,u) = e—a:(u-l—nTr)
gn( ) U+ nm

b) Pour tout z € RT et tout u € [0, 7], gn(z,u) = 0 et gni1(z,u) < gn(z,u) donc
un(z) = (=1)" lun(z)| avec (|un(z)|),>o décroissante. De plus

Td 1
[un (z)] < / @z pour n € N*
o nm n

donc |u, (z)| — 0. Par application du critére spécial, la série > wu,(x) converge
noo

n=0
et
00 1
< <—— =0
> wn(@)| < unsa (@) € 5
k=n-+1

ce qui donne la convergence uniforme de la série de fonctions > w,.
n=0
¢) La fonction g, est continue en x, continue par morceaux en u et

vV € [0, 400 % [0,7], |gn (2, u)] < |sincu| < 1
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Par domination, les fonctions u,, sont continues. Or

Comme somme d’une série uniformément convergente de fonctions continues sur V()| < e qf — + 0

R*, la fonction U est continue sur RT. De plus, par sommation d’intégrales PIS 0 © T z—+oo

contigués

+oo ;
t
U(z) = / et 20l gy
O t

avec cette intégrale qui est définie quand x > 0 et connue convergente quand
z=0.
d) Posons
e ®tsint
h(z,t) = —————
t
définie sur |0, +o00[ X |0, +o00].
Pour tout x > 0, la fonction ¢ — h(z,t) est continue par morceaux sur |0, +o0o[ et
intégrable car
2

h admet une dérivée partielle

?(x, t) = e *fsin(t)
x

Celle-ci est continue en x et continue par morceaux en t.
Soit [a,b] C ]0,+00]. On a

V(z,t) € [a,b] x 0, 4-00f,

Cnan)| <o =00

La fonction ¢ est intégrable sur ]0, +0o[. Par domination sur tout segment, on
obtient U de classe C* sur ]0, +-o0[ et

+oo
U'(z) = /O =1 sin(t) dt

“+o0 “+oo )
/ e " sin(t)dt = Im (/ e et dt>
0 0

_ -1
14 a2

En exploitant

on obtient
U'(x)

e) En intégrant
U(x) = C — arctan z sur |0, +o0[

donc C' = /2.

Par continuité en 0,

Exercice 127 : [énoncé]

a) Pour z > 0, {25 te~tw PR 0 donne I'intégrabilité de t — S2te=te,
—+00

Pour z = 0, il est connu que l'intégrale f0+oo %nt dt est convergente bien que
t— % ne soit pas intégrable.
b) Pour z € [a,b] C ]0, +o0],

d (sint _,, -
< ax
e ( . >’ <e ¥ =p(z)

avec ¢ intégrable. Par domination sur tout segment f est de classe C* sur ]0, +o0].
¢) Pour z > 0,

fl(x) = /+OO —sin(t)e ™ dt = Im | — /+O0 elmo gt | = L
0 0 z? 41

donc f(z) = C — arctan x.
Or
+o0 .
< —tz -
|f(z)] < /0 dt . m 0
donc

n=0"Y """

Posons
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Par application du critere spécial des séries alternées, on établir que la série de
fonctions continues Y u, converge uniformément sur [0, 1], on en déduit que sa
somme, a savoir la fonction f, est continue en 0. On peut conclure que

+oo
t
/ sin it .

Exercice 128
a) Posons

: [énoncé]

efﬁEt

1+1¢2

f(xvt) =

Les fonctions f, gi et 8:6); existent et sont continues sur R™ x R.

Pour chaque z, les fonctions t — f(z,t) et t — af (1) sont intégrables.

Soit [a,b] C ]0,4o0[. Sur [a,b] x [0,40c0[, on a
anN t2e—at Y
S| < E <o =)

La fonction ¢ est intégrable sur [0, +o0.
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que la fonction f est définie et

de classe avec
+o00 th,a;t
' (x) :/ dt
0

1+t
On a alors
+oo
f@)+ )= [ o=
0
Posons
B ( t) sint
x =
g\z, T+t
Les fonctions g, et 979 existent et sont continues sur RT* x R.

La fonction = — fo LL‘, t) dt est bien définie sur RT (intégrale convergente via
intégration par partles)

La fonction ¢ — 52 (x t) est intégrable et sur [a, b] x [0, +o0]

52
79 < -
2‘T/(x,t)’ ST nER

La fonction v est intégrable sur [0, +o0].

Par domination sur tout segment, on peut affirmer que g est de classe C? et

T 9gint
" _

Par une intégration par parties

. +o0 +oo +o0
moon | sint cost _/ cost 1
ro-|-grml, *] wrmen) e

b) Pour z € RT,
1

donc f est définie et continue sur RT.

T rsint L sint T rsint
—g(0) = — — _dt=— —dt + —dt
9(x) = 9(0) /0 tz+1) (”3/0 tx+1) /1 tz+1) )
mais
/1 sint /1 dt
x ——dt| <z —_—
0 t(m-l—t) 0 (m—i—t)

T rsint oo q¢
dt| <z — =0
1 tx+t) 12

donc g est continue en 0.
¢) D’une part
“+oo
|f(:17)|</ e tdt==-——0
0 €r T—+oo

=zln(z+1)—zlhz—0

D’autre part
+o0 : +o00 :
2 t 1 2 t
9" ()] < / LnLdt < ,/ Lﬂldt

et en prenant z > 1

1 (1% 2|sint|
" <= dt 0
donc 1
e //
9(@) =~ —¢'(@) — 0

Ainsi f — g ? 0 ce qui permet via résolution de I’équation différentielle de
oo

conclure

=g
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On en déduit g(0) = f(0) i.e.
+oo ;
/ sin ¢ wr

Exercice 129 : [énoncé]
a) Posons
arctan(zt)

t) = ———=—
Het) = Sa
est définie sur [0, 4+o00[ x ]0, +00],
t— f(x,t) est intégrable sur ]0, +oo] car prolongeable par continuité en 0 et égale
aun O(1/t3) en +oo. Ainsi F est définie sur R

L et)=
ox T T+ 2221+ £2)

est définie sur [0, 00| x ]0, +00],
t— %(x, t) est continue par morceaux sur |0, +oo[ et x — %(x, t) est continue
sur [0, 400l

aof 1

—(z,t)| < = p(t

0| < 1o =0

avec ¢ continue par morceaux et intégrable sur ]0, +oo],
donc F est de classe C! sur RT avec

N dt
F(x)_/o 11 28)1+8)

b) Pour z # 1

1 1 2 1
(14 222)(1+¢2) 22 -1\ 14222 1+1¢2

dott :
Xr — T 7T
F/ = —_ =
@)= 2213 " 2@+

ce qui est encore valable en 1 par continuité.
Par suite

F(z) = gln(x-i- H+C

avec C' = 0 puisque F(0) = 0.
¢) En intégrant par parties, on obtient 7 1n 2.

Exercice 130 : [énoncé]

a) Posons

La fonction f est définie et continue sur |—1, +oo[ x [0, 1].
Pour ¢ € [0,1], la fonction z — f(z,t) est dérivable et

of ¢
3= A anas

La fonction % est continue sur |—1, +o00[ x [0, 1].

Par intégration sur un segment, on peut affirmer que la fonction

F:xH/lf(x,t)dt
0

est définie, de classe C! sur |—1, +oo et

t

F(z) = /0 Granare)

Par décomposition en éléments simples (en la variable t)

t —T r+t

A+at)(1+2) @+ 1)(1+at) @2+ 1)1+

donc
T In2 1

71n(1+x) G2 1
2 1422

T
2 +1 +Za:2+1

Fl(z) =

Puisque F(0) = 0, on peut écrire

z TIn(l+¢ In2
F(g;):/o F’(t)dt:_/o %dt—i—%ln(ﬁ—kl)—&—%arcmnx

b) Pour = = 1, la relation précédente donne

/1 m(1+#) 72
0 1+ 8
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