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ESpaceS Vectoriels Exercice 5 [01684] [correction]

Soit F' = {(un) ERY | Vn € N tpio = Ny + un}
St ¢ 4 toriel Montrer que F est un sous-espace vectoriel de RY.
ructure espace vectorie

Exercice 6 [01685] [correction]

Exercice 1 [01680] [correction]
Les parties de F(R,R) suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels ?

Soit E un R-espace vectoriel.

On munit le produit cartésien F x E de I’addition usuelle a) {f R =R | f est monotone} b) {f:R— R | f sannule en 0}

(z,9) + (@, y) = (x + 2",y + 1) ¢) {f:R— R| f s’annule} d) {f:R— R | f est impaire}.

et de la multiplication externe par les complexes définie par
Exercice 7 [o01686] [correction]
(a +1i.b).(z,y) = (a.x — b.y,a.y + b.x) Montrer que les parties de F([a, b],R) suivantes sont des sous-espaces vectoriels :

a) F={f€Ca,b],R) | f'(a) = f'(b)}

Montrer que E x E est alors un C-espace vectoriel. b
Celui-ci est appelé complexifié de E. b) G = {f € C%([a,0], R) | fa ft)dt = 0}
Sous espaces vectoriels Exercice 8 [01687] [correction]
Soit w € C. On note w.R = {wz | z € R}.
Exercice 2 [01681] [correction] Montrer que w.R est un sous-espace vectoriel de C vu comme R-espace vectoriel.
Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de R? ? A quelle condition w.R est-il un sous-espace vectoriel de C vu comme C-espace
vectoriel 7
a) {(r,9) €R? | <y} b) {(z.y) € B? | 2y = 0}
) {(z,y) eR* |z =y} d) {(z,y) €eR? |z +y =1}
e) {(z,y) eR* |2 —y* =0} f) {(z,y) eR*|2®+y* =0} Exercice 9 [o16ss ] [correction]
Soient uq,...,u, des vecteurs d'un K-espace vectoriel F.
Montrer que l'ensemble F' = {Ajuy + -+ + Ay | A1, ..., A € K} est un
Exercice 3 [o01682] [correction] sous-espace vectoriel de F contenant les vecteurs ug, ..., Uy,.

SoientF:{(x,y,z) €R3|:c+yfz:0} et
G={(a—b,a+b,a—3b)|a,beR}.

a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3. Exercice 10 [o01689 ] [correction]

b) Déterminer F N G. Soient F = F(R,R), C 'ensemble des fonctions de E croissantes et
A:{f—g/f,gEC}

Exercice 4 [ 01683 ] [correction] Montrer que A est un sous-espace vectoriel de E.

Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de RY ?

a) {(un) € RY | (un) bornée } b) {(un) € RY | (un) monotone }

E ice 11 ti
¢) {(u,) € RN | (uy,) convergente} d) {(un) € R" | (u,) arithmétique} xereice (01690 [correction)

Démontrer que le sous-ensemble constitué des suites réelles périodiques est un
sous-espace vectoriel d’une structure que ’on précisera.
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Opérations sur les sous-espaces vectoriels

Exercice 12 [o1691 ] [correction]
Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de F.

Montrer
FNG=F+G&F=G

Exercice 13 [01693] [correction]

Soient F, G et H des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E. Montrer
que :

a) FN(G+H)D (FNG)+ (FNH)

b) F+ (GNH)C (F+G)N(F+ H).

Exercice 14 [oo160] [correction)]

Soient F', G et H des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
Comparer :

a) FN(G+H)et (FNG)+ (FNH).

b) F+(GNH)et (F+G)N(F+ H).

Exercice 15 [01692] [correction]

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.

Montrer que F'U G est un sous-espace vectoriel de F si, et seulement si, FF C G ou
G CF.

Exercice 16 [o0o0161 ] [correction]
A quelle condition la réunion de deux sous-espaces vectoriels est-elle est un
sous-espace vectoriel 7

Exercice 17 [o01694 ] [correction)]
Soient F', G et H trois sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E.

Montrer que
FCG=F+(GNH)=(F+G)N(F+H)

Exercice 18 [01695 ] [correction]
Soient F, G, F’, G’ des sous-espaces vectoriels de E tels que FNG = F' NG’
Montrer que

(F+(GNF)N(F+(GNnG))=F

Espaces engendrés par une partie

Exercice 19 [01696] [correction]
Comparer Vect(A N B) et Vect(A) N Vect(B).

Exercice 20 [01697] [correction]
Soient A et B deux parties d’un K-espace vectoriel E.
Montrer

Vect(A U B) = Vect(A) + Vect(B)

Exercice 21 [01625] [correction]
On consideére les vecteurs de R3

u=(1,1,1) et v = (1,0,-1)

Montrer
Vect(u,v) = {20, + 3,28) | o, 8 € R}

Exercice 22 [01626 ] [correction]

Dans R3, on considére z = (1,—1,1) et y = (0,1,a) ot a € R.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que u = (1,1, 2)
appartienne & Vect(z,y). Comparer alors Vect(z,y), Vect(x,u) et Vect(y, u).

Espaces supplémentaires

Exercice 23 [01698] [correction]
Soient F' = {f € C'(R,R) | f(0) = f'(0) =0} et G = {z > azx + b | (a,b) € R?}.
Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de C* (R, R).

Exercice 24 [01699] [correction]
Soient F = {f cC(-1,1,C) | [}, f(t)dt = o} et

G={fecC([-1,1],C)| f constante}.
Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de

C([-1,1],C).
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Exercice 25 [o01700] [correction]

Soient H = {(x1,xa,...,2,) EK" |21 + 29+ -+ 2, =0} et

u=(1,...,1) e K".

Montrer que H et Vect(u) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de K™.

Exercice 26 [o1701 ] [correction)]

Soient E = C(0,7],R), F = {f € E | f(0) = f(r/2) = f(m)} et

G = Vect(sin, cos).

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.

Exercice 27 [o1702] [correction]

Soit F'={f € F(R,R)/f(0) + f(1) = 0}.

a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel.

b) Déterminer un supplémentaire de F' dans F(R,R).

Familles de vecteurs

Exercice 28 [o1627] [correction]

Les familles suivantes de vecteurs de R3 sont-elles libres ?

Si ce n’est pas le cas, former une relation linéaire liant ces vecteurs :
a) (x1,x9) avec x1 = (1,0,1) et 22 = (1,2,2)

b) (z1, 22, x3) avec 21 = (1,0,0), 2 = (1,1,0) et 23 = (1,1,1)
¢) (z1,x2,x3) avec x1 = (1,2,1), 2 = (2,1,—-1) et z3 = (1, -1, -2)
d) (551756271'3) avec Iy = (la 7171)7 €T = (277173) et T3 = (7 71a 71)

Exercice 29 [o01628] [correction]

On pose f1, fa, f3, f1 : [0,27] — R les fonctions définies par :
fi(x) =cosx, fao(x) = xcosz, f3(x) =sinx et fy(x) = zsina.
Montrer que la famille (f1, fa, f3, f1) est libre.

Exercice 30 [01629 ] [correction]

Pour tout entier 0 < k < n, on pose fr : R — R la fonction définie par
i) = b,

Montrer que la famille (fx)ogk<n est une famille libre de F(R,R).

Exercice 31 [01630] [correction]

Soient E un K-espace vectoriel et Z, ¥, 2’ trois vecteurs de F tels que la famille
(Z,7,Z) soit libre.

On pose

+Z,U0=2+ZetW=24+9y

S
Il
<y

Montrer que la famille (@, ¥, @) est libre.

Exercice 32 [01631 ] [correction]

Soient F un K-espace vectoriel et (uq, ..., un, u,+1) une famille de vecteurs de E.

Etablir :

a) Si (u1,...,uy,) est libre et u,11 ¢ Vect(uy, ..., u,) alors (uy, ..., Up, Unt1) est
libre

b) Si (u1,...,Un, Upt1) est génératrice et u,+1 € Vect(uq, ..., uy,) alors (ug, ..., uy,)
est génératrice.

Exercice 33 [01632] [correction]

Soit (&1, ...,Z,) une famille libre de vecteurs de E et aq,...,a, € K.

On pose

U=a1.01+ -+ a, T, et ViI<i<n,y, =2, +4d

A quelle condition sur les «;, la famille (41, ..., ¥,) est-elle libre ?

Exercice 34 [01633] [correction)]

Soit (e1,...,ep) une famille libre de vecteurs de E.
Montrer que pour tout a € E\Vect(ei,...,ep), la famille (e1 +a,...,e, +a) est
libre.

Exercice 35 [02464] [correction)]
Soit (a,b,c) € R3. Les fonctions z + sin(z + a), z + sin(z + b) et x — sin(x + ¢)
sont-elles linéairement indépendantes ?

Exercice 36 [oo0167] [correction)]
Pour a € R, on note f, lapplication de R vers R définie par f,(z) = |z — al.
Montrer que la famille (f,)qcr est une famille libre d’éléments de ’espace F(R,R)
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Exercice 37 [oo0168] [correction]
Pour a € C, on note e, 'application de R vers C définie par e, (t) = exp(at).
Montrer que la famille (e,)qec est une famille libre d’éléments de lespace F(R, C).

Exercice 38 [00169] [correction]
Pour a € RT, on note f, 'application de R vers R définie par

fa(t) = cos(at)

Montrer que la famille (f,)qecr+ est une famille libre d’éléments de l'espace de
F(R,R).

Exercice 39 [o00171] [correction]

Soit E I’ensemble des applications f : [—1,1] — R continues telles que les
restrictions fjj_1,0] et fjjo,1] soient affines.

a) Montrer que E est un R-espace vectoriel.

b) Donner une base de FE.

Exercice 40 [00170 ] [correction]
Soit (pn)nens la suite strictement croissante des nombres premiers.
Montrer que la famille (In p,, )nens est une famille libre du Q-espace vectoriel R.

Somme d’un nombre fini de sous-espaces

Exercice 41 [o00190] [correction]
Soient F, G, F', G’ des sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E vérifiant

FeG=F &G =FetF'CqG

Montrer

FeF & (GNG)=E

Exercice 42 [00217] [correction]
Soient n € Net E =R, [X].
Pour tout ¢ € [0,n], on note

F, ={P € E/Vj € [0,n]\{i}, P(j) = 0}
Montrer que les F; sont des sous-espaces vectoriels et que

E=F®&---F,

Exercice 43 [00220] [correction]

Pour d € N, notons H,; I’ensemble formé des fonctions polynomiales de R? vers R
homogenes de degré d i.e. pouvant s’écrire comme combinaison linéaire de
fonction mon6éme de degré d.

Montrer que (Hul)0< d<n st une famille de sous-espaces vectoriels en somme
directe.

Exercice 44 [o00221 ] [correction)]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et Fi, ..
vectoriels de F.

On suppose que = Fy +--- + F,,.

Montrer qu’il existe G, ..., G, sous-espaces vectoriels tels que :

., F,, des sous-espaces

Exercice 45 [00222] [correction]

Soient Ey,...,FE, et F,..., F, sous-espaces vectoriels de F tel que E; C F; et
n n
® FE;= @ F;
i=1 i=1

Montrer que E; = F;.

Exercice 46 [o03s852] [correction)]
Dans 'espace E' des fonctions continues de [—1,1] vers R, on considére les
sous-espaces vectoriels

Fy ={f € E/f est constante}, Fy = {f € E/Vt € [-1,0], f(t) = 0}

ot F3 = {f € E/Vt € [0,1], f(t) = 0}

Etablir
E=FN®FHhaoks

Sous espaces affines

Exercice 47 [01727] [correction]
A quelle condition simple le sous-espace affine V' = d + F est-il un sous-espace
vectoriel 7
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Exercice 48 [o1728] [correction]

Soient V =ad+ F et W = b + G deux sous-espaces affines d’un R-espace vectoriel
E.

Montrer que

VAW £0ob—aecF+G

Exercice 49 [o1729] [correction]

Soient V' et W deux sous-espaces affines disjoints d’un R-espace vectoriel E.
Montrer qu’il existe deux sous-espaces affines V’/ et W', disjoints, de méme
direction et contenant respectivement V et W.

L’espace des polyndémes

Exercice 50 [02146] [correction]
Soient P, = X2+ 1, P, =X?+X—1let P;=X?>+X.
Montrer que la famille (P;, Py, P3) est une base de Ky [X].

Exercice 51 [02147] [correction]
Pour k € {0,...,n}, on pose P, = (X + 1)kt — Xk+1,
Montrer que la famille (P,..., P,) est une base de K,, [X].

Exercice 52 [ 02148 ] [correction]
Pour k € {0,...,n}, on pose P, = X*(1 — X)"~F,
Montrer que la famille (P, ..., P,) est une base de K,, [X].

Exercice 53 [02149] [correction]
Pour k£ € N, on pose
X(X-1)...(X-k+1)
k!
P,) est une base de R,, [X].

P =

a) Montrer que la famille (P, P, .. .,
b) Montrer que
Ve e Z,Yk €N, Py(x) € Z

¢) Trouver tous les polynémes P tels que

Ve € Z,P(x) € Z

Exercice 54 [02150] [correction]
Soit E 'espace vectoriel des applications de R dans R.
On considere F' la partie de E constituée des applications de la forme :

x+— P(z)sinz + Q(x) cosz avec P,Q € R, [X]

a) Montrer que F' un sous-espace vectoriel de E.
b) Montrer que F' est de dimension finie et déterminer dim F'.

Exercice 55 [02151] [correction)]

Soient n € N et A € K,, [X] un polynéme non nul.

Montrer que F' = {P € K,, [X] /A | P} est un sous-espace vectoriel de K,, [X] et
en déterminer la dimension et un supplémentaire.

Exercice 56 [02665] [correction)]
Montrer, pour tout n € N, qu'il existe un unique P, € R, 11 [X] tel que P,(0) =0
et Py(X +1) — Po(X) = X"

Exercice 57 [o1761] [correction)]

a) Montrer que la famille (X + k)™ pour k € {0,...,n} constitue une base de

R, [X].

b) Redémontrer la formule donnant I’expression du déterminant de Vandermonde
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

Il est aisé de constater que I'addition sur E' X F est commutative, associative,
posséde un neutre (0g,0g) et que tout élément est symétrisable dans (E x E, +),
le symétrique de (z,y) étant (—z, —y).

Ainsi (E x E,+) est un groupe abélien.

Soient A\, € C et u,v € E x E. On peut écrire A = a +ib, p = a’ +i.b" avec
a,b,a’, b €R et u=(x,y), v=(2',y) avec z,y,2',y' € E. On a

(ax+ax' —by—by', ay+ay +br+bz') = \u+Av

A(utv) = (a+ib).(z+2', y+y') =

(AMp).u = ((ata")+i(b+D)). (2, y)
A (pu) = (a+ib)(d'x—=b'y,a'y+b'x) = ((aa’—bb" )z —(ab’ +a'b)y, (aa’—bb' )y+(ab’ +a'b)x

= (az+a'z—by—b'y, ay+a'y+br+b'z) = \utp.u

et
lu=u

On peut donc conclure que (E x E, +,.) est un C-espace vectoriel.

Exercice 2 : [énoncé]

a) non : pas stable par multiplication scalaire : (0, 1) appartient mais pas —(0,1)
b) non : pas stable par addition : (1,0) + (0,1)
¢) oui
d) non : ne passe pas par (0,0).
(1,1)+ (1,-1)

e) non : pas stable par addition :
f) oui (c’est I'espace nul!)

Exercice 3 : [énoncé]

)FCR3 6—(0 0,0) € Fcar 0+0—0 =0 et pour tout \,p € R, 4,7 € F, on
peut écrire 4 = (x, Y, 2 z)et 7= (a',y,2)avece+y—z=0et 2’ +y —2' =0.
On a alors A + put' = (Ax + pa’, \y + py’, Az + pz') avec
Az + pa’) + Ay + py') — Az +p2) = Mo +y —2) +pl@’ +y =2
A+ pv € F.

G CR? 6= (0,0,0) € G car (0,0,0) = (a — b,a + b,a — 3b) pour a = b = 0.
Pour tout A\, 4 € R, @, 7 € G, on peut écrire 4@ = (a — b,a + b,a — 3b) et

v=(a =b,a +b,d —3V) avec a,b,a’,b’ € R. On a alors

M A pv=...=(a"=V"d"+V" a" —3b") avec a’ = Aa+ pa’ et b = \b + pb/
donc A\ + uv' € G. Finalement F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.

) = 0 donc

b) @ = (z,y,%) € FNG si, et seulement s’il existe a,b € R tels que

r=a—>b r=a—2> r = —4b

y=a+b y=a+b y=—2b
=

z=a—3b z=a—3b z=—06b

r+y—2z=0 a+3b=0 a=—3b

Ainsi F NG = {(—4b,—2b, —6b)/b € R} = {(2¢,¢,3¢)/c € R}.

Exercice 4 :
a) oui
b) no

oul

%m

[énoncé]

Exercice 5 : [énoncé]
FCRY 0= (0)pen € F car Vn € N,0 =n.0 + 0.
Soient A, € R et (up), (v,) € F. On a

Aun) + p(vn) = (Mg + pvy)

avec pour tout n € N,
Aipy2 + [Wnp2 = A(NUpt1 4+ Up) + w(nvp41 +vn) = n(Atpg1 + pon41) + Ay + poy,

donc A(up) + p(vyn) € F.
Ainsi F est un sous-espace vectoriel de RY.

Exercice 6 :
a) non
b) oui
¢) non
d) oui.

[énoncé]

Exercice 7 : [énoncé]
a) F C F([a,b],R) et 0 € F.
Soient A\, € Ret f,g € F. La fonction A\f + ug est de classe C! sur [a,b] et

(Af + pg)(a) = Af'(a) + ng'(b) = Af' (D) + g’ (b) = (Af + pg)' (D)
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donc A\f + pug € F.
b) G C F([a,b],R) et 0 € G.
Soient A, u € R et f,g € G. La fonction Af + pg est continue sur [a, b] et

b

b b
/(Aerug)(t)dt:A/ f(t)dt+u/ g(t)dt =0

donc Af + ug € G.

Exercice 8 : [énoncé]

wRCCet0ewRcar0=w x 0.

Soient A\, x € R et z,2’ € w.R on peut écrire z = wzx et 2’ = wz’ avec z,z" € R et
on a (Az 4+ pz') = w(A.x + pa’) avec Ax 4+ px’ € R donc Az + pz’ € wR.

Ainsi wR est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel C.

Si wR est un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel C alors puisque
w=wx1lewRetiecC, onaiwéecwR. Cela n’est possible que si w = 0.
Inversement, si w = 0 alors wR = {0} est un sous-espace vectoriel du C-espace
vectoriel C.

Exercice 9 : [énoncé]
FCFEetO€F car
OE :O.Ul +—|—0un

Soient «, f € K et z,y € F. On peut écrire
T=Muy+- -+ uety=pius + -+ ppup
avec \;, i; € K. On a alors

ax + By = (el + Bui)ur + - - + (ah, + Bpen)un

avec a\; + Bu; € K donc ax + Sy € F. Ainsi F' est un sous-espace vectoriel de E.

De plus
Vie{l,....,n}, u; = Aug + - + A\uy
avec
1 sii=j
Aj_éw_{ 0 sinon
Ainsi u; € F.

Exercice 10 : [énoncé]

ACE. 0=0—-0avec0€C donc0e€A.

Soient h,h/ € A. On peut écrire h=f—get h' = f' —g' avec f,9,f,¢' €C. On a
alors h+h' = (f+ f')—(g+¢) avec (f + f'), (9 +¢') €C.

Soit h € A. On peut écrire h = f — g avec f,g € C.

VYA >0,0naM=M\f— Ag avec A\f,\g € C.

VA <0,0onaAh=(=X\)g—(=Af) avec (=A)g, (=) f € C.

Dans les deux cas Ah € A.

Exercice 11 : [énoncd]

Montrons que ’ensemble F' étudié est un sous-espace vectoriel de I’ensemble F
des suites réelles.

Assurément F' C FE. La suite nulle est périodique donc 0 € F'. Pour u,v € F et
A, 1 € R, on peut affirmer que Au + pv est TT’ périodique en notant T et T’ des
périodes non nulles de u et v. Ainsi Au+ pv € F.

Exercice 12 : [énoncé]

(<) ok

(=) Supposons FNG=F+G. FCF+G=FNGCGetdeméme G C F et
F=aG.

Exercice 13 : [énoncé]

a) Soit 4 € (FNG)+ (F N H), on peut écrire t =+ ¢ avec £ € FNG et
j€FNH.

Onadoncu=7+yeFcarZ,yc Fetu=r+ycG+HcarZeGetye H.
Ainsii e FN(G+ H).

b) Soit 4@ € F + (G N H), on peut écrire t =F+ g avecZ € Fet € GNH.
Onadoncie F+Gecarfc FetyeGetaussivue F+Hcar¥ e FetyeH.
Ainsid € (F+G)N(F + H).

Exercice 14 : [énoncé]

a) Soit z € (FNG)+ (F N H), on peut écrire x = u+v avec u € FNG et
ve FNH.

Comme u,v € Fonax € Fetcommeu€e Getve Honau+ve G+ H.
Par suite (FNG)+ (FNH)C FN(G+ H).

L’égalité n’est pas possible, prendre F, G, H trois droites distinctes d’un méme
plan.
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b) Soit x € F'4+ (G N H), on peut écrire t =u+vavecu € Fetve GNH.
Commeu € FetveGonax e F+ G et deméme x € F+ H donc
re(F+G)N(F+H).

L’égalité n’est pas possible, prendre a nouveau trois droites distinctes d’un méme
plan.

Exercice 15 : [énoncé]

Par contraposée, si F' ¢ G et G ¢ F alors il existe © € F tel que = ¢ G et il existe

yeGtelquey ¢ F.
x+yé¢F car
x+yeF=y=(r+y)—z€F

ce qui est exclu.
r+y ¢ G car

r+yeG=ar=(+y) —-yeqG

ce qui est exclu.

Ainsi,onaz,y€e FUGetx+y ¢ FUQG.

Puisque F'U G n’est pas stable pour ’addition, ce n’est pas un sous-espace
vectoriel de FE.

Exercice 16 : [énoncé]

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.

Si FFC GouGC F alors FUG vaut F ou G et est évidemment un sous-espace
vectoriel de F.

Inversement, supposons que F'U G soit un sous-espace vectoriel de E et F' ¢ G.
1l existe = € F' tel que = ¢ G. Pour tout y € G, x + y € F'U G par stabilité du
sous-espace vectoriel FUG. Siz +y € G alors z = (x 4+ y) —y € G ce qui est
exclu. Il reste t +y € F et alorsy = (x +y) —z € F. Ainsi G C F.

Exercice 17 : [énoncé]

F+(GNH)CF+Get F+(GNH)C F+ H donc
F+(GNnH)C(F+G)N(F+H).

Supposons de plus F' C G.

Soit r€e (F+G)N(F+H).Onafe F+G=GetZ=u+7Tavecu € F et
veH.

t=Z—ude€Gdoncve GNH puis x € F+ (GN H).

Exercice 18 : [énoncé]

D :ok

Soit € (F+ (GNF)N(F+(GNaG")).

On peut écrire T =t +Tavecu € Fet 1€ GNF et T=u' + v avec ' € F et
7eGNG.

U—u=7"-7eFNG=FNG.7=—-W —7)+7 € G donc

TeEGNF' NG =FNGCFpuisZ=1u+7€F. Ainsi
(F+(GNEF))N(F+(GNG)) C F puis légalité

Exercice 19 : [énoncé]
AN B C Vect(A) N'Vect(B) et Vect(A) N Vect(B) est un sous-espace vectoriel donc

Vect(A N B) C Vect(A) N Vect(B)

L’inclusion réciproque n’est pas vraie : prendre A = {u} et B = {2u} avec u # O

Exercice 20 : [énoncé]

Vect(A) + Vect(B) est un sous-espace vectoriel de E.

Vect(A) + Vect(B) contient Vect(A) et Vect(B) donc contient A et B.

Ainsi Vect(A) + Vect(B) est un sous-espace vectoriel de E contenant A U B donc
Vect(A) + Vect(B) contient Vect(A U B).

Inversement, A C AU B donc Vect(A) C Vect(A U B). De méme

Vect(B) C Vect(AU B).

Par suite Vect(A) 4+ Vect(B) C Vect(AU B).

Par double inclusion, I’égalité.

Exercice 21 :
On peut écrire

[énoncé]

{20, +5,28) | a, f € R} = Vect(z, y)

avec z = (2,1,0) et y = (0,1,2).

Onau=1(z+y)etv=1(z—y) doncu,v € Vect(z,y) puis

Vect(u,v) C Vect(x, y).

Aussi x = u+ v et y = u — v donc z,y € Vect(u,v) puis Vect(z,y) C Vect(u, v).
Par double inclusion 1’égalité.
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Exercice 22 : [énoncé]

On a
A=1 A=1
U=Ar+puys At+p=1<< p=2
Aap=2 a=1/2
Ainsi

u € Vect(x,y) < a=1/2

et alors u = x + 2y.

x,u € Vect(z,y) donc Vect(x,u) C Vect(z, y).
x,y € Vect(y, u) donc Vect(x,y) C Vect(y, u).
y,u € Vect(x,u) donc Vect(y,u) C Vect(z,u).
Finalement les trois espaces sont égaux.

Exercice 23 : [énoncé]
FCC'(RR)et e F.
Soient \,p € Ret f,g € F,

(Af +1g)(0) = Af(0) + ng(0) =0
et
(Af +19)'(0) = Af'(0) + g’ (0) = 0

donc A\f + pug € F.
G C CY(R,R) et 6 € G (en prenant a = b = 0).
Soient A\, u € R et f,g € G, il existe a,b,c,d € R tels que

Ve eR, f(z) =ar+bet g(z) =cx+d

et on a alors
(M +pg)(x) =ex + f

avec

e=Xa+puceRet f=A+pudeR

donc A\f + pug € G.
Soit h € FNG. 1l existe a,b € R tels que

Ve e R, h(z) =ax+b

car h € G. Or h € F donc h(0) =b=0et 2'(0) = a =0 puis h(z) =01ie h=2o.

Ainsi

FAG=1{0

Soit h € C}(R,R). Posons a = h/(0) € R, b=h(0), g: x> ax+bet f=h—g.
Clairement g € G et h = f + g.
De plus f(0) = h(0) —b=0cet f/(0) =h'(0) —a=0donc f € F.
Ainsi
F+ G =C'(R,R)

Finalement, F' et G sont supplémentaires dans C! (R, R).

Exercice 24 : [énoncé]
FcC(-1,1],C) et 0 € F car [, 0dt = 0.
Soient \,p € Cet f,g € F, on a

1 1 1
[ o +u@ar=x [ soaern [ gwa=o
-1 -1 -1
donc A\f + pug € F.

G C C([-1,1],R) et 0 € G car c’est une fonction constante.

Soient \,p € Cet f,g € G. On a Af 4+ pug € G car il est clair que c’est une
fonction constante.

Soit h € FNG. On a h constante car h € G. Posons C' la valeur de cette constante.

Puisque h € F, on a
1 1
/ h(t)dt:/ Cdt=2C=0
-1 -1

et donc h = 0. Ainsi
FG={0)

Soit h € C([-1,1],C). Posons C' = fil h(t)dt, g la fonction constante égale a 1C
et f=h—g.

Clairement g € G et f + g = h. De plus f_ll f)dt = f_ll h(t)dt — C = 0 donc
ferF.

Ainsi

F+G=C([-1,1],0C)
Finalement F' et G sont supplémentaires dans C([-1,1],C).

Exercice 25 : [énoncé]

HcK", ¢=(0,...,00c6 Hcar0+---4+0=0.
Soient \,u € Ket x = (21,...,2,) € H, ¥ = (y1,...,yn) € H. On a
Az + py = (Ax1 + py1, -« o ATy + pyn)
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avec

donc A\x + py € H.

Vect(u) = Ku est un sous-espace vectoriel.

Soit v € H N Vect(u). On peut écrire v = Au = (A,...,\) car v € Vect(u).
Orve Hdonc A+---+A=0dou A=0 et donc v = 0g. Ainsi

H N Vect(u) = {0}

Soit v = (v1,...,v,) € K". Posons A= L(vy +---4v,), §=Auet v =v — §.

n
Clairement x + ¢ = v, ¥ € Vect(u). De plus z = (21,...,z,) avec

r14+-t =i =AN)+- -+ W, —A)=(v1+--+v,) —nA=0doncx € H.

Ainsi
H + Vect(u) = K"

Finalement H et Vect(u) sont supplémentaires dans K.

Exercice 26 : [énoncé]

F et GG sont clairement des sous-espaces vectoriels de E.

Soit f € FFNG. On peut écrire f = \.sin +pu. cos.

De plus f(0) = f(w/2) = f(w) donne : p == —p d’ou A = p =0 puis f =0.
Soit f € E. Posons \ = Qf(w/Q)_g(o)_f(”), = f(o);f(”), h = Asin 4+ cos et
g=f—nh.

Onaf=g+havecge Fethed.

Ainsi F' et G sont supplémentaires dans E.

Exercice 27 : [énoncé]
a) sans peine
b) L’ensemble des fonctions constantes convient.

Exercice 28 : [énoncé]
a) oui b) oui ¢) non 3 = x3 — 21 d) non x5 = —x;.

Exercice 29 : [énoncé]
Supposons
afi +bfs+cfs+dfa=0

On a
Vz € [0,27], (a4 bx)cosx + (c+ dz)sinz =0

Pour z = 0 et x = 7 on obtient le systeme :

a=20
a+br=0
d’ota=0=0.

Pour x = § et v = ‘%’T on obtient le systéme
c+dr/2=0
c+3dn/2=0

d’ottc=d=0.

Finalement la famille étudiée est libre.

Exercice 30 : [énoncé]
Supposons Agfo + -+ A fn = 0.
On a
Ve eR, A\g+ e +---+X,e"" =0

Quand z — —o0, en passant la relation ci-dessus a la limite, on obtient Ag = 0.
On a alors
VeeR, \ie" +---+ X" =0

donc
AL+ Age® + -4 AT =

En reprenant la démarche ci-dessus, on obtient A\; = 0, puis de méme
A=...=),=0.

Exercice 31 : [énoncé]
Supposons «ail + fU + vy = 0. On a
BANT+(@+NT+(B+0)7=0

—

Or la famille (Z, 7, Z) est libre donc

B+~r=0
a+v=0
a+p5=0

Apres résolution a = 5 =~ = 0.
Finalement, la famille étudiée est libre.
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Exercice 32 : [énoncé]
a) Supposons A\juj + -+ + Aptn + Anp1Unt1 = Op.

Si Apt1 # 0 alors wpi1 = piug + -+ - + ppty avec pu; = —A;/Ana1. Cecl est exclu
car upt1 ¢ Vect(ug, ..., uy).

Il reste A,+1 = 0 et on a alors A\juy + -+ Apu, = 0g donc Ay = ... =\, =0 car
(u1,...,up) est libre.

b) Soit € E. On peut écrire £ = A\qu1 + - -+ + ApUpn + App1Unt1 car

(U1, ..., Up, Upt1) génératrice.

Or on peut écrire w41 = pug + -+ + Uy car u,41 € Vect(ug, ..., uy,), on a
donc = viuy + - - + vpuy, avec v; = A + Apg1p. Ainsi @ € Vect(ug, ..., uy).
Finalement (uq,...,u,) est génératrice.

Exercice 33 : [énoncé]
Supposons A\1y1 + -+ Apyn = 0. On a
Mt+aM++ )T+ + A+ an(A 4+ -+ )2 =0 done

()\1+oq()\1+~-~+)\n)) =0

Mtan(M+--+X2))=0
En sommant les équations on obtient :
(4 A)(L+ a1+ + ) = 0

Siag+ -+ a, #—1alors \; + -+ A\, = 0 puis par le systéme

Al ==X, =0.

Sia;+---+a,=—-1alors 141 + -+ + apy, = 0.

Finalement (%, ...,%,) est libre si, et seulement si, oy + -+ + a,, # —1.

Exercice 34 : [énoncé]
Supposons
Mer+a)+---+A(ep +a)=0g

Ona)\161—|—---—|—/\p6pz—()\1+--~+)\p).a.
SiAr+---+ Ap # 0 alors
)\1€1+"'+)\p€p
= — Vect
N, € Vect(eq,...,ep)

C’est exclu.

SiAg+---+ X =0alors Aje; + -+ Apep =0 puis Ay =... =X, =0.

Exercice 35 : [énoncé]
Non car ces trois fonctions sont combinaisons linéaires des deux suivantes

T +— sinz et x — cosx

Exercice 36 : [énoncé]

Soient agy,...,a, € R des réels deux a deux distincts. Supposons

Mfay + -+ Anfa, =0. Pour tout ¢ € {1,...,n}, si \; # 0 alors

M fay + -+ Anfa, n'est pas dérivable en a; alors que la fonction nulle 'est.
Nécessairement \; = 0 et la famille étudiée est donc libre.

Exercice 37 : [énoncé]

Montrons que toute sous-famille finie & n éléments de (e,)qec est libre.

Par récurrence sur n > 1. Pour n = 1 : ok Supposons la propriété établie au rang
n>1.

Soient ai,...,a,4+1 complexes distincts et supposons Aje,, + -+ Apyi1€q,,, =0
(1). En dérivant cette relation :

aiAi€q, + - -+ Gpp1Anti€q,,, = 0 (2). La combinaison linéaire a,4+1(1) — (2)
donne A\ (ant1 — a1)eq; + -+ Ap(ans1 — an)eq, = 0. Par hypothese de
récurrence et en exploitant que les a; sont deux a deux distincts, on obtient

A1 = ... =\, = 0 puis ensuite aisément \,,;1 = 0. Récurrence établie.

Exercice 38 : [énoncé]

Montrons que toute sous-famille finie & n éléments de (f,).cr+ est libre.
Par récurrence sur n > 1.

Pour n =1 : ok

Supposons la propriété établie au rang n > 1.

Soient ay,...,a,11 des réels positifs distincts et supposons

Alfal + 4+ )‘n+1fan+1 =0 (1)

En dérivant 2 fois cette relation :
aiM fay + 0+ ar  Ang1fan, =0 (2)
La combinaison a2 (1) — (2) donne
M(ap g = ai) fay + -+ Anlai g — a2) fa, =0

Par hypothese de récurrence et en exploitant que les a? sont deux a deux distincts,
on obtient \; = ... = A\, = 0 puis ensuite aisément \,;; = 0. Récurrence établie.
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Exercice 39 : [énoncé]
a) E est un sous-espace vectoriel de C([—1,1],R).
b) z +— 1, x — z et & — |x| forment une base de E.

Exercice 40 :
Supposons

[énoncé]

AMlnpy +---+ A, Inp, =0 avec A\, € Q

En réduisant au méme dénominateur on parvient a

arlnp +---+a,lnp, =0 avec ax € Z

puis
In H pak _

et enfin

I »is= I vi

k/a,>0 k/ax<0

L’unicité de la décomposition primaire d’un entier permet alors de conclure
ar = 0 pour tout k € {1,...,n}.

Exercice 41 : [énoncé]

Supposons z +x' +y=0avecz € F, 2’ e F et yc GNG.

Puisque 2’ e FF CGetye GNG CG,onaz +yeq.

Or F et G sont en somme directe donc x + (2' +y) =0avecx € Fet 2’ +y € G
entraine z = 0 et 2’ +y = 0.

Sachant ' +y=0avec x € F', y € G’ et F', G’ en somme directe, on a

' =y=0.

Finalement z = 2’ = y = 0 et on peut affirmer que les espaces F, F’ et GN G’ sont
en somme directe.

Soit a € E. Puisque E = F & G, on peut écritrea =x +bavecz € FetbeG.
Sachant F = I’ ® G’, on peut écrire b= 12" +y avec 2’ € F' et y € G'.
Ory=b—a"avecbe Get ' € F/ C G doncy € Getainsiye GNG'.
Finalement, on obtient a = x + 2’ +yavecz e F, 2’ €e F' et yec GNG'.

On peut conclure EC FO F' & (GNG ) puis E=Fo F & (GNG').

Exercice 42 : [énoncé]
Les F; sont clairement des sous-espaces vectoriels.
Supposons Py +---+ P, =0 avec P; € F;.

P; posséde par définition n racines et (Py + - P,)(i) =
fournit une n + léme racine. Par suite P; = 0 car deg P; <
Soit P € E.

Analyse : Supposons P = Py + - -

donc P;(i) =0 ce qui

+ P,, avec P; € F;.

On a P(i) = P;(i) car P;(i) = 0 pour j # i.
Par suite
o X))
P, =P(i -~
( )j:gﬂ (i —7)

Synthese : Les P; précédemment proposés conviennent car
P; € F; par construction et P = Py + ---+ P, puisque P — (Py+---+ P,) est le
polynome nul car de degré < n et possédant au moins n + 1 racines : 0,1,...,n

Exercice 43 : [énoncé]

H, est définit comme le sous-espace vectoriel engendré par les monoémes de degré
n

d, c’est donc un sous-espace vectoriel. Si > P, = 0 avec Py, € Hy, alors I'unicité

k=0
de ’écriture d’un polynéme en somme de monoéme permet de conclure P, =0

pour tout k € {0,...,n}. La famille (Hq)y¢ <, est donc bien une famille de
sous-espaces vectoriels en somme directe.

Exercice 44 : [énoncé]
Posons G1 = F, G4 le supplémentaire de G; N Fy dans Fb, et plus généralement
G, le supplémentaire de (G1 @ - -- ® G;—1) N F; dans F;.
Les G; existent, ce sont des sous-espaces vectoriels, G; C F; et G1 ®--- ® G,,.
n

Soit € E. On peut écrire x = > x; avec z; € F;.
i=1
(Gr&---

Orxizy%+'~-+yfavecy§eGj car F; =
n
+ 2z, avec z = ZyieGk. Par suite E =G ® - - -
=k

® Gi—1) N F;) @ G;.

Par suite x = z1 + - - - e G,.

Exercice 45 :
Soit = € F;.

n n
Puisque ax € & F; = & F;, on peut écrire x =21 + - -
i=1 i=1

[énoncé]

+ x, avec z; € E;.
On a alors

x4+ (x—x)+--+z, =0g

avecr; € Fi,...,x; —x € F;,..., xp, € F,.
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Or les espaces I, ..., F}, sont en somme directe, donc les vecteurs précédents sont
nuls et en particulier
rx=ux; € E;

Exercice 46 : [énoncé]
Supposons
fit fo+ fa=0avec f; € F;

En évaluant en 0, on obtient f; = 0.

En évaluant en ¢ € ]0,1], on obtient f3(¢) = 0 et donc fa = 0 puis fo est aussi
nulle sur [—1,0].

En évaluant en t € [—1,0[, on obtient f5(¢t) =0 et donc f3 = 0.

On peut donc affirmer que les espaces Fi, F» et F3 sont en somme directe.
Soit f € E. Posons

flt'—>f(0)
‘ f@t)— f(0) site]o,1]
f2'tH{0 site[-1,0]

. 0 sitelo,1]
fa:te { F(t) = f(0) site[-1,0[

Les fonctions f1, f2, f3 sont continues et I’on observe
f=f+fo+ fsavec f; € F;

On peut alors conclure
E=FoHnaor;

Exercice 47 : [énoncé]

Side Falors V=d+ F = F est un sous-espace vectoriel.

Inversement, si V' est un sous-espace vectoriel alors ¢ € V' donc il existe beF tel
que 0=4d + b.

On a alors @ = —b € F. La condition cherchée et @ € F.

Exercice 48 : [énoncé]

(=) Supposons VNW = (. Soit Z € V NW. On peut écrire £ = d + 4 = b+ 7
avec i € F et 7€ G.

Onaalorsb—ad =4+ (—?) € F+G.

(<) Inversement, si b — @ € F + G alors on peut écrire b— @ = @ + ¥ avec @ € F et
veq.

OnalorsZ=ad+id=b—vcVnW.

Exercice 49 : [énoncé]

V=a+F, W=0b+G.

Posons V! =@+ (F +G) et W =b+ (F + G).

V' et W' sont deux sous-espaces affines de méme direction contenant
respectivement F' et G.

Si V'NW’ # (. Considérons £ € V' NW’'.

On peut écrire =+ (@ +7) = b+ (@' + 7) avec @, @ € F et 7,7 € G.
On a alors @ + (@ —u/) = b+ (7 — ) € VW ce qui est exclu car V et W
disjoints.

Ainsi V' et W' sont disjoints.

Exercice 50 : [énoncé]
Supposons A1 P; + Ao Py + A3P3 = 0. Par égalité de coeflicients de polynémes :

)\1—)\2:0
Ao+ A3 =0
AMF+A+A3=0

Apres résolution A\y = Ay = A3 = 0.
La famille (Py, Py, P3) est une famille libre formée de 3 = dim Kz [X] polynomes
de Ks [X], c’est donc une base de Ko [X].

Exercice 51 : [énoncé]

On remarque que deg P, = k donc Py, € K,, [X].

Supposons A\gFPy + -+ A\, P, = 0.

Si A, # 0 alors deg(AgPo + -+ - + A\ Pp) = n car

deg(MPo+ -+ Ap—1Pp_1) <n—1et deg\, P, =n

Ceci est exclu, donc A, = 0.

Sachant A, = 0, le méme raisonnement donne A,_1 = 0 et ainsi de suite

Ao =...= A =0.

La famille (P, ..., P,) est une famille libre de n + 1 = dim K,, [X] éléments de
K, [X], c’est donc une base de K, [X].

Exercice 52 : [énoncé]

Supposons \gFPy + -+ A\, P, = 0.

En évaluant en 0, on obtient Ay = 0 et alors A} X(1 — X)" "1 +.-- + X, X" =0.
En simplifiant par X (ce qui est possible car X # 0) on obtient

A(1—X)""t 4. 4 N\, X" 1 =0 qui évaluée en 0 donne \; = 0. On reprend ce
processus jusqu’a obtention de Ay = ... =\, =0.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 février 2015

Corrections 14

La famille (Py,..., P,) est une famille libre de n + 1 = dim K, [X] éléments de
K, [X] (car deg P, = n), c’est donc une base de K,, [X].

Exercice 53 : [énoncé]
a) C’est une famille de polynomes de degrés étagés.
b) Quand k < m,

Quand 0 < m<k—1,

Quand m < 0,

¢) Soit P non nul solution. On peut écrire
P=XPy+ -+ P,

avec n = deg P.

P(0) € Z donne X\ € Z.

P(1) € Z sachant A\gPy(1) € Z donne A\; € Z etc...

Inversement ok

Finalement les polynomes solutions sont ceux se décomposant en coefficients
entiers sur les Pj.

Exercice 54 : [énoncé]

a) F' C E et la fonction nulle appartient & F (en prenant P = @Q =0 € R, [X])
Soient f,g € F' et A\, u € R. On peut écrire f(x) = P(z)sinz + Q(x) cosz et

g(z) = P(z)sinz + Q(z) cosx avec P,Q, P,Q € R, [X].

On a alors Af + g = (AP + puP)(z) sinz + (AQ + puQ)(x) cos z avec

AP + P AQ 4 pQ € R, [X] donc Af + pg € F et finalement F est un sous-espace
vectoriel de F.

b) Posons fi(x) = a¥sinz et g (x) = 2¥ cosx avec k € {0,...,n}.

Les fonctions fo, ..., fn,90,---,9n sont des fonctions de F' formant clairement une
famille génératrice.

Supposons Agfo + -+ A fn + pogo + - - - + pngn = 0 alors pour tout x € R on a :
Ao+ Mz + -+ A2™)sine + (po + iz + - -+ + ppa™) cosz = 0.

Pour & = w/2 + 2k7 avec k € Z, on obtient une infinité de racine au polynéme
Ao+ X+ X

k

Ceci permet d’affirmer \g =Xy =... =X, =0.

Pour x = 2kw avec k € Z, on peut affirmer pg =py = ... = p, =0.

On peut conclure que (fo, ..., fn,90,---,9n) est libre et donc une base de F puis
dim F = 2(n + 1).

Exercice 55 : [énoncé]
FCK,[X],0€ F car A|O0.
Soient \,u e Ket P,Q € F.
Al Pet A|Q donc A | AP+ p@ puis AP + uQ@ € F.
Ainsi F est un sous-espace vectoriel de K,, [X].
Notons p = deg A. On a

FoeK, 1 [X] =K, [X]

ce qui détermine un supplémentaire de F' et donne dim F'=n+ 1 — p.

Exercice 56 : [énoncé]

Considérons I'application ¢ : R,,11 [X] — R,, [X] définie par

»(P)=P(X 4+ 1) — P(X). L’application ¢ est bien définie, linéaire et de noyau
R [X]. Par le théoréme du rang elle est donc surjective et les solutions de
Péquation p(P) = X™ se déduisent les unes des autres par 'ajout d’un élément de
Ry [X] c’est-a-dire d’une constante. Ainsi il existe une unique solution vérifiant
P(0) =0.

Exercice 57 : [énoncé]
a) La matrice de la famille étudiée dans la base canonique de R,, [X] a pour
coefficient général

n\ .
a;; = ( _)jz avec 0 < i, <n
i
En factorisant par ligne le déterminant de cette matrice est
n
n
11 (Z,)Vnﬂ(o,L...,n) £ 0
=0

avec Vy,y1(ag,...,a,) déterminant de Vandermonde.

b) cf. cours.
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