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Enoncés 1

Equations différentielles linéaires

Résolution d’équation scalaire d’ordre 1
Exercice 1 [00382] [correction]
Résoudre sur |1, +oo[ I'équation différentielle

/

y —

x
$2_1y:2:z:

Exercice 2 [03782] [correction]
Résoudre sur |—7/2,7/2]

Y (z) — tan(z)y + (cosx)> =0

Exercice 3 [00376] [correction]

Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) y —y =sin(2z)e”

b) vy + 2zy = 2re~

¢) ¥ +ytanx = sin 2z sur |—7/2,7/2]

Exercice 4 [00377] [correction]

Déterminer les solutions, s’il en existe, des problemes de Cauchy suivants :
a)y —(z+1)(y+1)=0et y0) =1

b) (1+2%)y — (z+1)y=2et y(0) = —1.

Exercice 5 [03505] [correction]
On considere ’équation

(B):(1-x)y' —y=g

ot g :]—1,1[ = R est donnée.
a) Résoudre 1’équation homogeéne associée.
b) On suppose que la fonction g est développable en série entiere

+oo
g(z) = Z bnx™
n=0

de rayon de convergence R > 1.

Montrer que (F) admet au moins une solution développable en série entiére en 0,

y(z) = Z an,z"

de rayon de convergence R’ > 1 et exprimer les a,, en fonction de b, pour tout
n € N.

Etude théorique d’équation d’ordre 1

Exercice 6 [00380] [correction]

Soit a : RT™ — R continue et intégrable.

Etablir que les solutions de ’équation différentielle ' — a(t)y = 0 sont bornées
sur RY.

Exercice 7 [00381] [correction]

a) Soit i : R — C continue de limite nulle en +o00. Montrer que les solutions de
I’équation différentielle y' + y = h converge vers 0 en +00.

b) Soit f: R — C de classe C1. On suppose que f + f’ K) £. Montrer que

— L.
F~=

Exercice 8 [03109] [correction]

Soient v un complexe de partie réelle strictement positive et une application
f:R — R de classe C! telle que f’ + af tend vers 0 en +oo.

Montrer que f tend vers 0 en +o0.

Exercice 9 [04100] [correction]
Soit a € C et ¢ : R — C une fonction continue et périodique de période T > 0.
On étudie I’équation différentielle

(E) ¢ + ay = o(t)

a) Montrer que si y est solution sur R de 1’équation (F) alors la fonction

t— y(t +T) Pest aussi.

b) En déduire qu'une solution y de (E) est T-périodique si, et seulement si,

y(0) = y(T).

¢) Montrer que I’équation (F) admet une unique solution T-périodique, sauf pour
des valeurs exceptionnelles de o que 1’on précisera.
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Enoncés

Résolution avec raccord d’équation d’ordre 1

Exercice 10 [o00419] [correction]
Résoudre sur R ’équation
(B): a2y —y=0

Exercice 11 [oo0421 ] [correction]
Résoudre sur R I’équation suivante

(" = 1)y +e'y =1

Exercice 12 [o03468] [correction]
Résoudre sur R ’équation suivante

sh(z)y’ — ch(z)y =1

Exercice 13 [00429 ] [correction]
Résoudre sur R 1’équation

E :y +y = max(z,0)

Exercice 14 [ 02889 ] [correction]
Résoudre
zlnzy — (Blnz+1)y=0

Exercice 15 [00420] [correction)]
Résoudre sur R les équations suivantes :

a)zy —y==x b)zy' +y—1=0
c)ay —2y=2* d)zx(l+2%)y — (2> -y +22=0

Exercice 16 [o00422] [correction]
Résoudre sur R les équations suivantes :

a) y'sinz —ycosz+1=0 b) (sinz)®y = 2(cosz)y

Exercice 17 [00423] [correction]

Déterminer les solutions, s’il en existe, des problémes de Cauchy suivants :
a) (tanx)y' —y=0et y(0) =0

b) (tanz)y’ —y =0 et y(0) = 1.

Exercice 18 [o00424] [correction)]
Résoudre sur tout intervalle de R I’équation différentielle

z(z? — 1)y + 2y = 2?

Exercice 19 [ 00425 ] [correction]
Soit a € R. Résoudre sur R I'équation différentielle

2y —ay=0

en discutant selon les valeurs de «.

Exercice 20 [00105] [correction]
Soit f € CY(RT,R) et g une solution sur RT™* de 1’équation différentielle

vy —y= f(x)

a) Démontrer que g se prolonge par continuité en 0. Déterminer une condition
nécessaire sur f/(0) pour que la fonction ainsi prolongée soit dérivable en 0.
Démontrer que cette condition n’est pas suffisante.

b) f est supposée de classe C? et la condition précédente est vérifiée.
Démontrer que g est de classe C2.

Exercice 21 [00506] [correction]
Soit (E) léquation différentielle

y

Inz)y -1
(nx)y+x

a) Résoudre (E) sur 0, 1] et sur |1, +o0l.
b) Soit ¢ la fonction définie sur |—1,4o0[\ {0} par

~ In(1+x)
N x

g9(z)

Montrer que g se prolonge sur |—1, +oo[ en une fonction de classe C*.
¢) Démontrer que (E) admet une solution de classe C* sur |0, +o0.
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Enoncés 3

Exercice 22 [01369] [correction]
Soit a un parametre réel. On désire résoudre sur R I’équation différentielle

E:xy =ay

On considére z — y(z) une solution de E sur R™* et R™* .

a) Donner I’expression de y(x) sur RT™ et sur R™*.

On notera CT et C~ les constantes réelles permettant d’exprimer y(z) sur R™* et
R™*.

b) A quelles conditions sur les constantes C* et C ™, est-il possible de prolonger y
par continuité en 07

On distinguera trois cas, selon que a < 0, « = 0 ou «a > 0.

¢) Pour o > 0, & quelles conditions sur les constantes CT et C~ la fonction
prolongée y est-elle dérivable en 07

On distinguera trois cas, selon que 0 < a <1, a =1 ou a > 1.

d) Résumer ’étude précédente en donnant la solution générale de E sur R en
fonction de a.

Résolution d’équation scalaire d’ordre 2
Exercice 23 [03240] [correction]
Soit o > 0. Résoudre sur I = ]0, +oo[ ’équation différentielle
E, 2%y (x) + xy/ (z) — o*y(x) = 0
On pourra étudier les fonctions propres de ’application

¢ y(z) = zy' ()
Méthode de variation des constantes

Exercice 24 [ 00405 ] [correction]
Résoudre ’équation différentielle

—2t

1 4/ 4:
VWA=

Exercice 25 [ 00406 ] [correction]
Résoudre I'équation différentielle

y’ +y=tant

Exercice 26 [00407] [correction]
Résoudre I'équation différentielle

y' +y=tan’t

Exercice 27 [ 02893 [correction]
Résoudre sur |0, 7|
y" +y = cotanx

Exercice 28 [00408 ] [correction)]
Soit f : R — R une fonction continue.
a) Résoudre sur R I'équation différentielle

v +y=1r

On exprimera la solution a ’aide d’une intégrale.
b) Déterminer la solution telle que y(0) = y'(0) = 0.

Exercice 29 [02455] [correction)]
a) Résoudre I'équation différentielle

y" +y = cos(nt)

b) Soit Y a, une série absolument convergente.
Résoudre I'équation différentielle

+oo
y' oy = Z a,, cos(nt)
n=0

Exercice 30 [00409] [correction]
Soit f : R — R une fonction de classe C? telle que

f+f">0

Montrer
Ve eR, f(x)+ flx+m) 20
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Enoncés 4

Exercice 31 [02896] [correction]
Soit f € C*(R, C) 2w-périodique. Existe-t-il y € C*°(R, C) 2m-périodique et
solution de

y'+y=1f7

Exercice 32 [ 02895 ] [correction]
Soit f € C*(R™,R) monotone ayant une limite finie en +oo.
Montrer que les solutions de I’équation y” + y = f sont bornées.

Exercice 33 [02894 ] [correction]
a) Résoudre sur R™ par variation des constantes 1’équation différentielle

' +y=1/x

b) En déduire une expression de

+o00
f@ = [ et

142

valable pour z > 0.
¢) Calculer

+oo o;
sint
/ sinf g
0 t

Recherche de solution développable en série en-
tieres

Exercice 34 [01016] [correction]

a) Déterminer les séries enticres solutions au voisinage de 0 de ’équation

différentielle
y' 4+ 2xy +2y=0

b) Exprimer parmi celles-ci, celles dont la somme est une fonction paire.

Exercice 35 [oo0401 ] [correction]
Résoudre sur |—1, 1] ’équation

A1 =)y (t) — 4ty (t) + y(t) = 0

en recherchant les fonctions développables en série entiére.

Exercice 36 [00404] [correction]
a) Résoudre sur R 1'équation

(1+2)y"(t) + 4ty (t) +2y(t) = 0

en recherchant les séries entieres solutions.
b) Résoudre ensuite

1
1+ ¢2

(L+ %)y (1) + 4ty (t) + 2y(t) =

Exercice 37 [02528] [correction)]
a) Montrer qu’il existe une solution h de ’équation

wy" +y +y=0

développable en série entiére et vérifiant h(0) = 1.
b) Montrer que h ne s’annule qu’une fois sur |0, 2[.

Wronskien

Exercice 38 [00394] [correction]
Soient a,b : I — C continues et (f1, f2) un systéme fondamental de solutions de
I’équation

E:y" +a(t)y (t) +b(t)y =0

Former une équation différentielle linéaire d’ordre 1 vérifiée par le wronskien

t) fa(t) ‘
)

. fa(
“"M' £ )

Exercice 39 [o04001 ] [correction)]
On étudie sur )0, +-o00[ I'équation différentielle

(E):ty"+(1 -2y +(t—1)y=0

a) Vérifier que ¢(t) = e! détermine une solution de (E).

b) Déterminer une expression du wronskien w(t) des deux solutions de I’équation
¢) En déduire une solution de (F) indépendante de ¢ et exprimer la solution
générale de (E).
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Enoncés 5

Etude théorique d’équation d’ordre 2

Exercice 40 [o01555] [correction]

Soit ¢ : R — R* une fonction continue non nulle.

On se propose de montrer que les solutions sur R de I"équation 3" + g(z)y = 0
s’annulent.

Pour cela, on raisonne par ’absurde et on suppose que f est une solution ne
s’annulant pas.

a) Justifier que f est de signe constant.

Quitte a considérer — f au lieu de f, on peut supposer

Ve eR, f(z) >0

b) Etudier le signe de f”.

¢) Soit a € R quelconque. Quelle est ’équation de la tangente & f en a?
d) Montrer que le graphe de f est en dessous de sa tangente en a.

e) En déduire que f'(a) = 0 et conclure.

Exercice 41 [o0402 ] [correction]

Soit ¢ : R — R* une fonction continue non nulle.

Montrer que toute solution sur R de I’équation différentielle y” + q(z)y =0
s’annule.

Exercice 42 [ 03779 ] [correction]
Soient ¢ une fonction continue sur [a,b] & valeurs réelles et f une solution non
nulle sur [a,b] de 'équation différentielle

(B):y"(z) + q(x)y(z) =0

Montrer que f admet un nombre fini de zéros.

Exercice 43 [03499] [correction]
Soient p, q : [0,1] — R continue et ’équation différentielle définie sur [0, 1] suivante

Yy +pt)y +qt)y=0

Montrer que si une solution posséde une infinité de racines alors celle-ci est la
fonction nulle.

Exercice 44 [o03110] [correction)]
Soient f € C*(]0, +oo[,R) et g une solution non identiquement nulle de

E:y'+fy=0

a) Montrer que les zéros de g sont isolés.
Dans la suite, 1 et o sont deux zéros consécutifs de g vérifiant x1 < xs.
b) Montrer, si z € [z1, 23]

x2

(w2 =a) [ (=) d 09O+ @) [ 02— 07050 = (2~ 2)9(0)

1 xT

/ £ e

¢) En déduire une minoration de

Exercice 45 [00436] [correction)]
Soient ¢ une fonction continue, intégrable sur [0, +oo] et (E) I’équation
différentielle

Y +q(x)y=0

a) Si f est une solution bornée de (E) sur [0, +oo[, montrer que sa dérivée f
converge en +oo.

Quelle est la valeur de sa limite ?

b) Soient f et g deux solutions bornées. Etudier le wronskien de f et de ¢

w=f'g-fg

En déduire que f et g sont liées. Que peut-on en conclure ?

Exercice 46 [ 03671 ] [correction]
Soient q1,q2 : I — R continues vérifiant q; < ¢s.
On note ¢ et o deux solutions sur I respectivement des équations

Yy +q(x)y=0et y" + q(z)y=0

On suppose la solution ; non identiquement nulle.
a) Montrer que les zéros de ¢1 sont isolés i.e. que si xg € I annule ¢; alors

Ja>0,VezelIN[zg—a,xz0+a),o(x) =0=z =1

b) Soient a < b deux zéros consécutifs de 1. Montrer que ¢o s’annule sur [a, b].
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Enoncés 6

(indice : étudier v — w20})

¢) Application : montrer que si ¢ est une solution non nulle de ’équation

y" 4+ e*y = 0 alors
Va € RT3z € [a,a+ 7], p(x) =0

Exercice 47 [o03100] [correction]
On considere ’équation différentielle

Eo:y"—e"y=0

a) Soit y une solution de Ey sur R. Etudier la convexité de y2.
En déduire que si y(0) = y(1) = 0 alors y est nulle sur R.
b) Soient y; et y2 deux solutions de Ejy telles que

(¥1(0),1(0)) = (0,1) et (y2(1),55(1)) = (0,1)

Démontrer que (y1,y2) est un systéme fondamental de solutions de Ejy.

¢) Soit f € C(R,R). Démontrer que I’équation différentielle
By’ —e"y = f(z)
admet une unique solution y telle que

y(0) =y(1) =0

Exercice 48 [03387] [correction]
On considere I’équation différentielle

(E): 9" + cos*(t)y =0

a) Justifier 'existence d’une solution u de (F) telle que u(0) =1 et w/(0) = 0.

b) Démontrer I'existence de deux réels «, 8 vérifiant
a<0< B, u(a)>0etu(B)<0

En déduire que u posséde au moins un zéro dans R™* et RT*.
¢) Justifier existence de réels

v =max {t < 0/u(t) =0} et § = min{t > 0/u(t) = 0}

d) Soit v une solution de (E) linéairement indépendante de wu.
En étudiant les variations de
W =w' —u'v

montrer que v posséde au moins un zéro dans]y, d[.
e) Soit w une solution non nulle de (E). Démontrer que w admet une infinité de
zéros. On pourra introduire pour n € N, la fonction

wp R = R t = w(t — nm)

[Enoncé fourni par le CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA]

Exercice 49 [ 03920 ] [correction)]

Soient ¢ € C° ([a, 4o, RT) et (E) 'équation différentielle y"" = q(x)y.

a) Soit f une solution de (F) telle que f(a) > 0 et f'(a) > 0.

Montrer que f et f’ sont strictement positives et que f tend vers +oo en +oo.
b) Soient u et v les solutions de (E) telles que

u(a) =1 . v(a) =0
e

uw(a)=0 v'(a) =1
Calculer v'v — uv’. Montrer que, sur Ja, +0o[, u/v et u'/v" sont monotones de
monotonies contraires. Montrer que u/v et u//v" tendent en 400 vers la méme
limite réelle.
¢) Montrer qu’il existe une unique solution g de (F), strictement positive, telle
que g(a) =1 et telle que g décroisse sur [a, +o00].
d) Déterminer g lorsque g(z) = 1/x* sur [1, +o0l.
On pourra poser y(z) = xz(1/z).

Problemes se ramenant a la résoluton d’équations
différentielles

Exercice 50 [02535] [correction)]
Quelles sont les fonctions continues f telles que

fl) = —1— /OI (20 — 1) (1)t ?

Exercice 51 [02419] [correction]
Soit f : R — R continue vérifiant I’équation

V:EGR,f(CC)-f—/Ow((E—t)f(t)dt—1—:L’

a) Montrer que f est de classe C*.
b) Trouver toutes les fonctions f solution de I’équation étudiée.
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Enoncés 7

Exercice 52 [00378] [correction]
Déterminer les fonctions f : R — R continues vérifiant

vz € R, f(z) :/mtf(t)dt—&-l

0

Exercice 53 [ 02890 ] [correction]
Trouver les fonctions f : R — R continues telles que pour tout z réel

F@) - z/or F(#)cos(z — ) dt = 1

Exercice 54 [01554 ] [correction]
Trouver toutes les applications f : R — R deux fois dérivables telles que

Ve eR, f'(z) + f(—x) ==

Exercice 55 [02892] [correction]
Déterminer les fonctions f : RT™ — R dérivables telles que

Vo >0, f(z) = f(1/x)

Exercice 56 [03506] [correction)]
Déterminer la dimension de ’espace

E = {y € C*(R,R)/Vx € R,y (z) + y(z) = y(0) cos(ac)}

Exercice 57 [03108] [correction]
Soient f une fonction réelle continue sur [0, 1] et A un réel.
Trouver u fonction réelle continue sur [0, 1] telle que

(@) = A /0 ") dt + f(a)

Exercice 58 [01553] [correction]
Déterminer les fonctions f : R — R deux fois dérivables telles que

Ve,y €R, f(z +y)+ f(z —y) = 2f(2)f(y) et f(0) =1

Résolution avec raccord d’équation d’ordre 2

Exercice 59 [o00427] [correction)]
Résoudre sur R I’équation

(t+1)%" =2t + 1)y +2y =0

en commencant par rechercher les solutions polynomiales.

Exercice 60 [o00428] [correction)]
Résoudre sur R I’équation

E:t+1)y" —t+2)y +y=0

Exercice 61 [00426] [correction)]
On considere I'équation différentielle

:L_y//_y/_$3y:0

a) Montrer que si y est solution sur I alors x — y(—=x) est solution sur I’
symétrique de I par rapport a 0.

b) Résoudre sur RT* I’équation via le changement de variable ¢ = x2.

c¢) Déterminer les solutions sur R.

Exercice 62 [ 03501 ] [correction]
On étudie I’équation différentielle

(E):4xy" + 2y —y =0

a) Déterminer les fonctions développables en série entiére solutions
b) Résoudre (E) sur RT™ et sur R™* en posant respectivement z = 2 et x = —t2.
¢) Déterminer les solutions de (E) sur R.

Exercice 63 [01560] [correction)]
Résoudre sur R I’équation différentielle

E:zy' —(1+2)y +y=1

en posant z =y’ — v.
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Résolution par changement de fonction inconnue

Exercice 64 [01556] [correction]
Résoudre sur R ’équation

(1+22)y" + 22y’ =0

Exercice 65 [o01561 ] [correction)]
Résoudre sur R 1’équation

E:(1+e")y" +2e"y + (2" + 1)y = xe”

en posant z(z) = (1 4 e%)y(x).

Exercice 66 [01559] [correction)]
Résoudre I'équation différentielle

(1+e")%y" —2e*(1 +e%)y — (3¢ + 1)y =0

en introduisant

Exercice 67 [01558] [correction]
Résoudre sur R ’équation

y' +4dxy + (3+42%)y =0

xT

en introduisant la fonction z(z) = e* y(x).

Exercice 68 [00413] [correction]
Résoudre sur R I’équation
22y’ +day’ — (22 —2)y =0

en posant z = ny.

Exercice 69 [03508] [correction]
Résoudre sur 0, +o00[ I’équation différentielle

vy (x) + 2y (x) — 2y(x) =0

en posant y(z) = z*z(z) avec o € R bien choisi.

Exercice 70 [00411 ] [correction]
Résoudre sur R I’équation

1+e")y +y —e"y=0

en introduisant la fonction z = 3’ + y.

Exercice 71 [00412] [correction]
Résoudre sur ]0, +-o00[ équation

3
22y — 2+ = =0
T

en introduisant la fonction z(x) = zy/(z) + y(x).

Méthode de Lagrange

Exercice 72 [00395] [correction]
On étudie I'équation différentielle

2+ 1)y —2y=t

a) Déterminer une solution polynomiale non nulle () de I’équation homogene
associée.

b) Résoudre I’équation homogene en procédant au changement de fonction
inconnue y(t) = p(t)z(t).

¢) Exprimer la solution générale de ’équation étudiée.

Exercice 73 [00396] [correction)]
On étudie I'équation

(142" (t) — 2t(1 + t2)y' (t) + 2(t> — Dy(t) = (1 + 1)

a) Déterminer une solution polynomiale non nulle ¢(¢) de I’équation homogene.
b) Résoudre I’équation en procédant au changement de fonction inconnue

y(t) = p(t)z(t).
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Exercice 74 [00397 ] [correction]
On étudie sur R™ ’équation
t3y// —|—ty’ —y=0

a) Déterminer une solution polynomiale non nulle ¢(t) de cette équation.
b) Résoudre I’équation en procédant au changement de fonction inconnue

y(t) = p(t)z(t).

Exercice 75 [ 00398 ] [correction]
On étudie sur R ’équation différentielle

t2y”+ty’—y:1

a) Déterminer une solution polynomiale non nulle ¢(t) de ’équation homogene.
b) Résoudre 1’équation en procédant au changement de fonction inconnue

y(t) = p(t)z(t).

Exercice 76 [ 00400 ] [correction)]
On étudie sur ]0, 1] 'équation
z(l—a)y" +(1—-3z)y —y=0
a) Rechercher une solution non nulle ¢(z) développable en série entiere.

b) Terminer de résoudre I’équation par le changement de fonction inconnue
y(x) = p(x)z(x)

Exercice 77 [01319] [correction)]
On étudie I’équation différentielle suivante sur |0, +o0]

(E) : xy” 4 3y — 423y =0

a) Chercher une solution ¢(z) développable en série entiére au voisinage de 0 et
non nulle.
b) Terminer de résoudre 1’équation par le changement de fonction inconnue

y(z) = p(x)z(2)

Exercice 78 [03504 ] [correction)]
On étudie sur |0, 1] I’équation différentielle suivante
(1—a)y” —z(l+a)y +y=0

a) Rechercher une solution développable en série entiere non nulle p(z).
b) Achever de résoudre cette équation par le changement de fonction

y(x) = p(a)2(z).

Résolution par changement de variable

Exercice 79 [o00414] [correction)]
Résoudre sur R I’équation

Izy” +xy’ er -0

en posant T = el.

Exercice 80 [o01566 ] [correction)]
Résoudre sur RT* les équations suivantes via le changement de variable ¢t = In z.

2,11

a) 2%y +xy —y = 2®

b) 2%y’ —2y ==z

Exercice 81 [00416] [correction]
Résoudre sur |—1, 1] 'équation

(1 —2?)y" — zy + 4y = arccosz

en procédant au changement de variable x = cos(t).

Exercice 82 [00415 ] [correction]
Résoudre sur R I’équation

(1+2*)%" +2(x - 1)(1+2)y +y=0

en procédant au changement de variable ¢t = arctan x.

Exercice 83 [01564] [correction)]
Résoudre sur R
(@® +1)%y" +20(2® + 1)y’ +y =0

via t = arctan .

Exercice 84 [00417] [correction)]
Résoudre sur R I’équation

2t 1 t

1 / —
Vet @+12Y T @212

en posant x = arctant.
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Exercice 85 [02573] [correction]
En indiquant les hypotheses nécessaires, effectuer le changement de variable
u = p(t) dans 1’équation différentielle

(1+t)z" +tz' +a*z =0

tel qu’elle devienne une équation & coefficients constants et la résoudre.

Exercice 86 [02540] [correction]
On veut résoudre

(E): (x+1)y" — 3z +4)y + 3y = (3z + 2)e*”

Si A est I'opérateur de dérivation et Q(X) =X — 3, on a Q(A)(y) =y — 3v.
Montrer lexistence d’un polynéme P de la forme a(z)X + b(x) tel que (E)
devienne

(P(A)0Q(A)) (y) = (3z +2)e*

Résoudre I’équation & 'aide du changement de variable z = Q(A)(y).

Equations vectorielles d’ordre 1

Exercice 87 [003s84] [correction]
Soient a,b € L(E) vérifiant aob=bo a.
En considérant pour zy € E, 'application ¢t — (exp(ta) o exp(tb))zo, établir

exp(a + b) = exp(a) o exp(b)

Exercice 88 [ 02900 ] [correction]

On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et on identifie L(R™) avec
M, (R).

Soit A € M,,(R). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la matrice A est antisymétrique;

(ii) chaque solution Y du systeme différentiel Y/ = AY est de norme constante.

Exercice 89 [o01320] [correction]
Soit A € Mg, (R) une matrice vérifiant

A2 + I2n = O2n
Exprimer la solution générale de 1’équation matricielle

X'(t) = AX(t)

Exercice 90 [03670] [correction]

Soit A € M,,(C) une matrice dont aucune valeur propre n’est élément de 2inZ.
a) Montrer que e?* — I, est inversible.

Soit B : R — M,, 1(C) une fonction continue et 1-périodique.

b) Montrer que 1’équation

(E): X' = AX + B(t)

d’inconnue X : R — M,, 1(C) posséde une unique solution 1-périodique.

Exercice 91 [o03921] [correction]
a) Soit N € M,,(C) nilpotente d’indice p. Montrer que (I,,, N, N?,... NP~1) est
une famille libre.

Exprimer
ot A +N)

b) Soit A € M,,(C) ayant pour unique valeur propre A € C. Montrer que

N = A — M\, est nilpotente.

Montrer que les solutions du systéme différentiel X’ = AX sont toutes bornées sur
R si, et seulement si, A est imaginaire pur et A = AI,.

c) Soit A € M,,(C) de polynéme caractéristique

(X = A)™ . (X = Ap)™

les A\ étant deux a deux distincts. Soit f I’endomorphisme de C" canoniquement
associé a A. Montrer que

C" = & ker(f — ApIden)™
k=1

En déduire I'existence d’une base de C™ dans laquelle la matrice de f est
diagonale par blocs.

d) Avec les notations de c). Montrer que les solutions de X’ = AX sont bornées si,
et seulement si, les A\ sont imaginaires purs et que A est diagonalisable.

e) Montrer qu’une matrice antisymétrique réelle est diagonalisable.

Systemes différentiels d’ordre 1

Exercice 92 [o00385] [correction)]
Résoudre le systeme différentiel réel suivant

x’ = cos(t)x +sin(t) y
y' = —sin(t) x + cos(t) y
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Exercice 93 [00386] [correction]
Résoudre le systeme différentiel suivant

2y =2—t)r + (t — 1)y
xh =2(1 —t)xy + (2t — 1)x2

Exercice 94 [00387] [correction]
Résoudre le systeme différentiel suivant :

zy = (t + 3)x1 + 222
ry = —4xy + (t — 3)1

Exercice 95 [00388] [correction)]
Résoudre le systeme différentiel

oy = (14 t)z + tay — €
—txy + (1 — t)wy + €

w5

Systemes différentiels d’ordre 1
constants

Exercice 96 [003s89] [correction)]
Résoudre le systeme différentiel suivant

' =dx — 2y
Yy =z+y

Exercice 97 [03490] [correction)]
Résoudre le systeme différentiel suivant

{93'19:1+3x2+et

xh = —2xq + 4xo

a coeflicients

Exercice 98 [00390] [correction]

Résoudre le systeme différentiel suivant
¥ =x+8y+e
Y =22+y+e

Exercice 99 [00391] [correction]
Résoudre le systeme différentiel suivant

¥=y+z
y =z
Y=zt y+z

Exercice 100 [00392 ] [correction]

Résoudre le systeme différentiel suivant
¥ =2x—y+2z
y =10z — 5y + 7z
2 =dx — 2y + 2z

Exercice 101 [ 02902 ] [correction]
Résoudre le systeme différentiel linéaire

I/:I—Z
y=z+y+z

/ p—

Z=—x—y+z

Exercice 102 [o4101 ] [correction]
On étudie le systeme différentiel

¥ =z—y
(S): Ry =x—2
d=y—=z

a) Ce systéme posséde-t-il des solutions ?

b) Sans résoudre le systéme, montrer que pour tout réel ¢, le point M (t) de
coordonnées (x(t), y(t), z(t)) se situe a l'intersection d’un plan et d’une sphere.

c) Calculer A% et exprimer sous forme matricielle la solution générale du systéme

().
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Exercice 103 [o04102] [correction]

Soit A une matrice non inversible de M,,(R) et ¢ — X (¢) une solution du systéme
différentiel X’ = AX . Montrer que les valeurs prises par la fonction ¢t — X (¢)
sont incluses dans un hyperplan affine.
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Exercice 1 : [énoncé]
C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre.

Solution homogene : yo(z) = Cva? — 1.
Par variation de la constante, solution particuliere y; (x) = 2(2? — 1).

Solution générale : y(z) = Cvz2 — 1+ 2(2? — 1).

Exercice 2 : [énoncé]
C’est une équation différentielle linéaire de solution générale homogene

A

CosST

y(z) =
L’application de la méthode de la variation de la constante améne & déterminer
3 .9 . 1. 3
cos’xdr = [ cosxdr — [ cosxsin®zdx =sinz — 3 sin® x

Au final, on obtient la solution générale

%sin?’x—sinx—k)\

y(x) B COS T

Exercice 3 : [énoncé]

a) y(z) = (C + sin? z)e”

b) y(x) = (# + C)e=

c) y(xr) = Ccosz — 2cos’ x

: [énoncé]

a) Solution de 'équation homogene sur R : y(x)
Solution particuliere sur R : yo(z) = —1.
Solution générale sur R

Exercice 4
— Ce3@+D)? avec C € R.

y(z) = Cez@tD* _ 1 avec C € R

On aura y(0) = 1 si, et seulement si, C' = 2/,/e.

b) Solution de I’équation homogene sur R : y(z) = CvVa2 + 1e¥8 % ayec C € R
Solution particuliére sur R : yo(x) = = — 1 aprés recherche de solution de la forme
ax + b.

Solution générale sur R

=CVzx2 + 1edT 4 1 avecc € R

On aura y(0) = —1 si, et seulement si, C' = 0.

Exercice 5 : [énoncé]
a) C’est une équation différentielle linéaire. La solution générale homogene est

b) Analyse :
Supposons y somme d’une série entiére > a,z™ de rayon de convergence R’ > 1
solution sur |0, 1[ de ’équation (E). Pour € ]0,1[, on a

“+o0 “+o0
"(z) = Znanxnfl = Z (n+ Dag 2™
n=1 n=0
et donc
+oo —+o0
(1 =)y (@) +y@) =Y [(n+ D(an1 —an)]z" =D bya"
n=0 n=0

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiere, on obtient

n

Vn e N apt1 = an +

n+1
et donc
n—1 bk
Vn € N* anfaoJer
Synthese :
Considérons la suite (a,)nen+ déterminée par ag = 0 et
n—1
by,
Vn € N* a, =
P k+1

Pour |z| < 1, on a

\Zlb\lwl

n—1
|a xn| Z |b7€‘|x|
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Or la série Y b,a™ est absolument convergente (car R > 1) et donc la suite
(anx™) est bornée.
On en déduit que le rayon de convergence R’ de la série entiere > a,z™ vérifie

R’ > 1 et les calculs qui précede assure que sa somme est solution sur |—1,1[ de

I’équation étudiée.
Exercice 6 : [énoncé]
La solution générale de I’équation étudiée est
t
y() = A4 avec A(t) = / a(u)du

0

Or pour tout ¢ > 0,

t +oo
A®)] < / la(u)) du < / la(w)] du

et donc la fonction y est bornée.

Exercice 7 : [énoncé]
a) La solution générale de 1’équation différentielle y' + y = h est

y(z) = (A + /: h(t)etdt> e

Pour tout € > 0, il existe A € R tel que

Ve > A |h(t)] <e

y(z) = <)\ + /OA h(t)etdt> e "+ /I: h(t)e'~*dt

T A
/ h(t)et_””dt’ <cet <>\ +/ h(t)etdt> e ———0
A 0

On a alors

avec

T—r+00

b) Posons h = f'+ f — £. f — £ est solution de ’équation différentielle y' +y = h

doncf—£+—>0puisf+—>€.

Exercice 8 : [énoncé]
Posons g = f’ + af. La fonction f est solution de I’équation différentielle.

Y +ay=g

La solution générale de cette équation différentielle est

) = a7 5 [ gle)e ) e
0

Ainsi, on peut écrire
fz) = Xe™ —l—/ g(t)ea(t_m) dt
0

Il est immédiat que Ae™** — 0 quand = — +oo car Rea > 0.
Etudions maintenant la limite du terme intégral.
Soit € > 0. Puisque la fonction g tend vers 0 en 400, il existe A > 0 tel que

Vi Algt)| <e

On a alors pour tout x > A

T A T
/ g(t)et=o) dtz/ g(t)e =) dt+/ g(t)e* =) d¢

0 0 A

avec

! Neo(t—) g g/m Re(@)(t-2) qp < € Re(@)(t-2)]" ¢ €
/A glt)e ‘ A = Re(a) {e }A Re(a)

et

e—Re(a)x — Ctee—Re(a)m 0
T—+00

A A
/ g(t)ea(t_‘”) dt / g(t)e® dt
0 0

Pour z assez grand on a alors

¢ ¢ a(t—z) <
[, soena < 53

s [T a(t—x) i e
Ainsi [ g(t)e dt = 0 puis f(z) P 0.
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Exercice 9 : [énoncé]
a) Posons z(t) = y(t + T). La fonction z est dérivable sur R et

VEER, 2 (t) +az(t) =y (t+T) +ay(t + T) = (t + T) = (1)

La fonction z est donc solution de (E).

b) Si y est T-périodique, on a évidemment y(0) = y(7T).

Inversement, si y(0) = y(T) alors y et z sont solutions d’'un méme probléme de
Cauchy posé en 0. Par unicité de ces solutions, on peut conclure y = z.

¢) On peut exprimer la solution générale de ’équation (E)

y(t) = (A + /0 t ()™ du> eot

L’équation y(0) = y(T') équivaut alors ’équation

T
A= </\ +/ o(u)e™ du) e T
0

Si e®T £ 1, cette équation précédente posséde une unique solution en I'inconnue A
ce qui détermine y.
La condition e*T = 1 est uniquement vérifiée pour les valeurs

2ik
a=""aveckeZ

Exercice 10 : [énoncé]
Sur R™ ou R™*,

1

Esy ==y

x

Solution générale : y(x) = Ce™ /7.

Soit y une solution sur R.
y est solution sur RT™* et R™* donc il existe C*,C~ € R telles que

Ve > 0,y(z) = Cte V% et Vo < 0,y(z) = C"e 1/

Continuité en 0

y(lx) —— 0 et y(a) ——

z—0+ z—0— 0 sinon

{:I:oosiC’#O

Nécessairement y(0) =0 et C~ = 0.

Dérivabilité en 0
/ M -1/ / /
y(x)zﬁe mOety(m)mOdoncy(O):O
Equation différentielle en 0 : 02y'(0) — y(0) = 0 : ok.
Finalement
Ce™'/* siz>0
0 sinon

C e R, y(x) = {

Inversement une telle fonction est solution.

Exercice 11 : [énoncé]
Solution générale sur R™ ou R™*

C
y(z) = eItgi avec C € R

Soit y une fonction solution sur R™* et R™*.
Il existe CF,C~ € R tels que

Ct+uz C 4z
Vo > 0,y(z) = = 1 et Vo < 0,y(x) = 1

Pour que la fonction y puisse étre prolongée par continuité en 0, il faut
C*t = C~ =0 auquel cas

x
)= our z # 0
yla)=—p #
et la fonction se prolonge par y(0) = 1.

On vérifie que ce prolongement est de classe C* car inverse d’une fonction
développable en série entiére.

De plus

Ve e R, (e —1)y(z) =2

donne par dérivation, la vérification de 1’équation différentielle sur R.
Finalement, il existe une seule solution sur R :

T
y(r) = — 1 prolongée par continuité avec y(0) = 1
ot _
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Exercice 12 : [énoncé]
Solution générale sur RT* ou R™*

y(x) =Cshz —chz
Apres recollement en 0, solution générale sur R

y(x) = Cshz —chx avec C € R

Exercice 13 : [énoncé]
Sur RT, E <y + y = z de solution générale y(xz) = Ce™® +z — 1.
Sur R™, E < ¢ +y = 0 de solution générale y(z) = Ce 7.
Soit y solution de F sur R.
Comme ¥ est solution sur Rt et R™, il existe Ct,C~ € R telle que

Ve > 0,y(z)=Cte ™ +2—1letVe<0,y(z)=C"e”
Définition en 0 : y(0) = CT —1=C" donc CT =C~ + 1.
Dérivabilité en 0 : y/(z) g —Ct +1ety(x) R —-C~

T— 20—

donc y/(0) = -Ct +1=-C".
Equation différentielle en 0 : —C* + 1+ C* — 1 = max(0,0) : ok
Finalement, il existe C' € R telle que

Ce4+ax—-1siz>0
y(z) =

(C —1)e™" sinon

Inversement : ok

Exercice 14 : [énoncé]

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 définie sur |0, 4ol

Sur ]0,1[ ou |1, 400,

3lnx+ 1
/&dx — 3Inz +In|lna| + O
zlnzx

Solution générale sur ]0, 1] ou ]1, +00[
y(x) = \a® |In z|

Solution sur ]0, +o0].

Soient y : 10, 1[U]1, +o00[ — R solution de I'équation sur |0, 1[ et |1, +o0l.
Il existe A\, 4 € R vérifiant y(z) = Az Inz sur ]0, 1] et y(z) = pa® Inx sur |1, +ool.

La continuité en 1 donne y(1) = 0 sans conditions sur A et p.
La dérivabilité en 1 donne A = p.
Ainsi y(x) = Az Inz sur ]0, +oo[ qui est évidement solution.

Exercice 15 : [énoncé]
a) Solution générale sur R™* ou R™* :

y(x) =xln|z| + Cz avec C € R

Pas de recollement possible en 0.
b) Solution générale sur R™ ou R™* :

y(m)zl—i—gavecCeR
x

Apres recollement en 0, solution générale sur R : y(z) = 1.
¢) Solution générale sur RT™ ou R™* :

1
y(x) = §$4 + Cz? avec C € R

Apres recollement en 0, solution générale sur R :
b2 L
CTz + 1:17 sizx >0
y(z) = 1 avec CT,C~ € R
Czx —|—1x4 siz <0

d) Solution générale sur R ou R™* :

1 241
y(a:)z—+0x + avec C € R
x
Via
-1 22— (1+2%) 2 1
r(14+22) 2(1+22)  1+22 =2
Apres recollement en 0, solution générale sur R : y(z) = —z.

Exercice 16 : [énoncé]
a) Solution générale sur I}, = Jkm, (k+ 1)w[,k € R :

y(x) = cosx + Csinz avec C € R
Apres recollement en chaque km, solution générale sur R :

y(x) = cosz + Csinz avec C € R
b)) Solution générale sur I, = |km, (k + 1)7[,k e R :

y(x) = Cel/5* T ayvec C € R
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Apres recollement en chaque km, solution générale sur R :

y(z) = {Ckel/smzz six e Iy

avec (C) € R?
Osiz==%Fkm ()

Exercice 17 : [énoncé]

a) Soit I =|—m/2,7/2[ le plus grand intervalle contenant ot 1’équation
différentielle a un sens.
Posons It =10,7/2[ et I~ =]|—m/2,0].

Solution générale sur I : y(x) = C*sinx.

Solution générale sur I~ : y(z) = C~ sinz.

Cherchons les solutions définies sur I.

Analyse : Soit y une solution sur I, s’il en existe.

1y est a fortiori solution sur I et I~ donc :

ACT,C~ e R tel que y(z) = CTsinz sur I et y(z) = C~ sinz sur [~.

Comme y doit étre continue en 0, lim y(z) = lim y(x) = y(0) = 0. Pas
x—0+ x—0—

d’informations sur C* ni C~.
Comme y doit étre dérivable en 0,

. xz)—y(0 / .
i, PERE = O =y/(0) = lig.
Donc C* = C~. Finalement y(z) = C* sinz sur I entier.
Synthese : y(x) = Csin(z) avec C' € R est bien solution sur I.
On aura y(0) = 0 < C.sin(0) = 0 ce qui est toujours vraie.

Il y a ici une infinité de solutions au probleme de Cauchy.
b) On aura y(0) = 1 < C.sin(0) = 1 ce qui est impossible.
Il n’y a ici aucune solution au probléeme de Cauchy.

y@)=y(0) _ -

Exercice 18 : [énoncé]
Soit I =]—o0,—1[,]—1,0[,]0,1[ ou |1, 4o0].
Sur I, équation différentielle devient : y' + my = .

2
: 4o s 1
La solution générale sur I est % avec C € R.

Apres recollement en 1, 0 et -1 on conclut, pour tout intervalle [ :
Si1,0,—1¢I,y(x) = % avec C' € R
2?1n |x| + CT2?
2 —1
Sil,—1¢Tet0€l, ylx)=4 0siz=0
2?1n|z| + C~2?
x2—1

siz>0
avec CT,C~ ¢ R.
siz <O

Silelou—1el,y(x)= ol

r2—1

Exercice 19 : [énoncé]

Sur R™* et R™* : y(z) = C|z|”.

Soit y une solution sur R.

On a y(z) = CT2% sur R™ et y(x) = C~ |2|” sur R™*.

Si a < 0, la limite en 0 implique C* = C~ = 0 donc y = 0. Inversement ok.
Si a = 0, la limite en 0 donne C™ = C'~ et on conclut que y est constante.
Inversement ok.

Si a > 0, la limite en 0 donne y(0) = 0.

On a y/(z) = aCTz® ! sur R™ et y(z) = —aC~ |z|” sur R™*,
Si a < 1, la limite en 0 implique C* = C~ = 0 donc y = 0. Inversement ok.
Si a = 1, la limite en 0 implique C* = —C~ et on conclut que y est linéaire.

Inversement ok.
Si a > 1, la limite en 0 existe et est nulle ce qui permet d’affirmer y’(0) =0
L’équation différentielle est bien vérifiée en 0.
Crz®siz >0
Inversement, lorsque o > 1, la fonction définie par y(z) =< 0siz =0 est
C (—x)*siz <0
solution.

Exercice 20 : [énoncé]
a) On résout I’équation différentielle linéaire étudiée et, par la méthode de
variation de la constante, on obtient la solution générale suivante

xT
ft)
g(z) :)\x+x-/l tTdt
Par une intégration par parties, on peut écrire

dt

o(e) =X = f(a) +af(1) + o [ L

Quand z — 0%, on a

x !
f(t
x/l ( )dt < ||f/HOO,[o,1]x|lnx|
et on obtient

g9(x) = —f(0)

Quand z — 07

+f(1)+/1xf/§t)

dt
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Le terme L= converge vers f7(0).

Si f’(0) # 0 alors l'intégrale f]O,l] @ dt diverge et donc le terme [, @ dt
diverge. On en déduit qu’alors g n’est pas dérivable en 0.

L’égalité f/(0) = 0 est une condition nécessaire & la dérivabilité de g en 0. Cette
condition n’est pas suffisante. En effet considérons une fonction de classe C! telle

que
1
!
x ~Y [—
( ):c~>0+ Inx

L’intégrale jio 1 @ dt demeure divergente alors que f’(0) = 0.

b) Puisque f est de classe C? et vérifie f/(0) = 0 on peut écrire
f(z) = £(0) + 2%¢(x) pour tout x > 0

avec ¢ : 0, +0o[ — R de classe C? et convergeant vers f”/(0)/2 en 0.
On a alors pour tout z > 0

g(z) = Az + xf(0) — f(0) +x/1w p(t) dt

g est de classe C3 sur ]0, +-o00[ car ¢ y est de classe C2.
On prolonge g par continuité en 0 en posant g(0) = —f(0)

§(0) = A+ F(0) +ap(@) + [ olt)de
1
Quand z — 0%, ¢’ converge et donc g est de classe C! sur [0, +oc].

g"(x) = 2p(x) + z¢(x)

Or ,
sy = L) =10
donc , , ,
= L0 _LOTO

On en déduit que g est de classe C? sur [0, +o0[

Exercice 21 : [énoncé]
a) (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1. Aprés résolution via
variation de la constante, on obtient la solution générale

T+ A
Inz

y(z) =

b) Par opérations, la fonction g est de classe C* sur [1/2, +o0].
Pour z € ]—1,1[ on a le développement en série entiére

= (D!

In(1+2)= Z —t "
n=1 n
et si  # 0, on obtient
g(x) = f (=1)" "
nt 1

Si l'on pose ¢g(0) = 1, la relation précédente reste valable pour x = 0 et ainsi on a
prolongé g en une fonction développable en série entiére sur |—1, 1[.

Ce prolongement est donc de classe C* sur |—1, 1[ puis sur |—1, +o0].

¢) La fonction g est & valeurs strictement positives et on peut donc introduire la
fonction f définie sur ]0, +oo[ par

_r
gz —1)

La fonction f est de classe C* et sur ]0,1[ ou |1, 400

fx) =

r—1

flz) =

Inx

Ainsi f est solution de (F) sur ]0, 1] et |1, 4o00[ et enfin on vérifie aisément que
léquation différentielle (F) est aussi vérifiée quand = = 1.

Exercice 22 : [énoncd]
a) E est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de solution générale sur R+*
et R7™* :

y(@) = Cl|”

Comme y est solution sur RT* et R™* | il existe C*,C~ € R tels que
Vo >0, y(z) = C1 |z|* et Vo <0, y(x) = C~ |2|”
b) Si a < 0 alors

g O+
+oo siCT #£0 ot y(z)

(2) +oo siC™ #0
Y 20+ 0 sinon 20—

0 sinon

y peut étre prolongée par continuité en 0 si, et seulement si, C* = C~ =0 et
alors y(0) = 0.
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La solution correspondante est la fonction nulle qui est solution de E.
Si a =0 alors
y(z) —— CT et y(z) —— C~
z—0t z—0~

y peut &tre prolongée par continuité en 0 si, et seulement si, C* = C~ et alors
y(0) = CT.
La solution correspondante est une fonction constante qui inversement est
solution de E.
Si a > 0 alors

yle) —— 0 et y(z) —— 0

z—0t z—0—

y peut étre prolongée par continuité en 0 indépendamment de C* et C~ en
posant y(0) = 0.
c) Si a €0, 1] alors

, +oo siCt #£0 ,
Y (:E 2—0+ { 0 sinon ety (ac) z—0—

{:I:oo siC™ #£0

0 sinon

En vertu du théoréme du prolongement C!, la fonction y est dérivable en 0 si, et
seulement si, CT™ = C~ = 0.

La solution correspondante est la fonction nulle qui est solution de E.

Si a =1 alors

y'(r) —— Ct ety (z) —— —C~
z—0t z—0~

La fonction y est dérivable en 0 si, et seulement si, C* = —C~.
La fonction correspondante est alors x +— C Tz sur R qui est solution de E.
Sia > 1 alors

y'(z) —— 0et y'(z) —— 0

z—0+ z—0~

La fonction prolongée est dérivable en 0 indépendamment de C* et C~.
Cette fonction est alors solution de E sur R car dérivable sur R et vérifiant
I’équation différentielle.
d) Sia<0oul<a<1:seule la fonction nulle est seule solution sur R.
Si a = 0 alors les fonctions constantes sont les solutions de F sur R.
Si a =1 alors les fonctions linéaires (x — Cx) sont les solutions de E sur R.
Si o > 1 alors les solutions de E sur R sont les fonctions

Ctlz|* siz>0
z—4q 0 siz =0
C~|x|" siz<0

avec CT,0~ ¢ R

Exercice 23 : [énoncé]
Soit A € R. En résolvant sur I I’équation différentielle

zy'(z) = Ay()

on obtient que x — x* est une fonction propre de I'application ¢. Pour une telle
fonction, on a
zy'(x) = Ay(z)
donc en dérivant
zy(z) +y'(z) — Ay (z) =0
puis
a?y" (x) + ay'(x) = Ny(z) = 0
On en déduit que les fonctions x — % et  — £~ sont solutions sur I de
I’équation différentielle E,. Or cette équation est une équation différentielle
linéaire d’ordre 2 homogene résolue en y”, son ensemble solution est donc un plan
vectoriel. Puisque les deux précédentes fonctions sont des solutions indépendantes,

elles constituent une base de ce plan vectoriel.
La solution générale de F, est donc

y(z) = Az + px™* avec A\, p € R

Exercice 24 : [énoncé]

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 de solution homogene :

y(t) = (Xt + e,

Par la méthode de variation des constantes, cherchons une solution particuliere de
la forme y(t) = A(t)te =2 + u(t)e2! avec \, u fonctions dérivables.

N()te ™ 4+ /(e =0
—2t

/ —2t repy =2t ©
donne 1
Nt = ——
®) 1+1¢2
—t
!
t) = ——

A(t) = arctant et p(t) = —3 In(1 + ?) conviennent.
Finalement la solution générale des ’équation étudiée est :

1
y(t) = tarctan(t)e " — B In(1 +t2)e 2 + (Mt 4 p)e™ 2
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Exercice 25 : [énoncé]

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 de solution homogene :

y = Acost+ pusint.

Par la méthode de variation des constantes, cherchons une solution particuliere de
la forme y(t) = A(t) cos(t) + u(t) sin(t) avec A, u fonctions dérivables.

N(t)cost + ' (t)sint =0 N(t) = —sin®t/cost
—N(t)sint + p'(t)cost = tant’ | p/(t) = sint ’
At) = [ Cosott cos tolqt = sint — § In $E50L of y(¢) = — cost conviennent car
t 1 1+ t
J ozt = [ i dt = 5 In 50

Finalement la solution generale de I’équation étudiée est :
y(t) = —% costIn 152 4 Xcost + psint sur I, = |- % + km,

%—F/ﬂr[.

Exercice 26 : [énoncé]

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre a 2 de solution homogene :

y = Acost+ psint.

Par la méthode de variation des constantes, cherchons une solution particuliere de
la forme y(t) = A(f) cos(t) + u(t) sin(t) avec A, u fonctions dérivables.

N(t)cost + p'(t)sint =0 N(t) = —sin®t/cos® t
—N(t)sint + p'(t) cost = tan?t’ u’(t) = sin?t/cost
At) = ==L —cost et p(t 1 lf 1 Cg‘;z dmcostqt = LIn 13500 — gin¢ conviennent car
¢ Ysint
J sz dt = [ TS5 dt = 5 In g5

Finalement la solution generale de I’équation étudiée est :
y(t) = =2+ sintIn 12 4 Ncost + psint sur I, = | % + km,

%—i—/ﬂr[.

Exercice 27 : [énoncé]

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre a 2 de solution homogene :
y=Acosz + Bsinz.

Méthode de variation des constantes

A'(z)cosz + B'(x)sinz =0
—A'(z)sinz + B'(x) cosx = cotanz

Apres résolution et intégration

1 1
y(x) = ——sinzln 7+C05x+Acosx+Bsmx
2 —CcosT

Exercice 28 : [énoncé]
a) C’est une équation différentielle linéaire d’ordre a 2 de solution homogene :
y = Acost + pusint.
Par la méthode de variation des constantes, cherchons une solution particuliere de
la forme y(t) = A(t) cos(t) + p(t) sin(t) avec A, u fonctions dérivables.

N (t)cost + p'(t)sint =0

~XN(t)sint + p'(t) cost = f(t)’
cost x (1) —sint x (2) donne X (t) = —f(¢) sint.
sint x (1 )—I—cos( ) % ( ) donne w'(t) = f(t)cost.
Choisissons (¢ fo ysinudu et p(t) = fot f(u)cosudu
ce qui donne la solution partlculiére :

t) = fg f(u)(sintcosu — sinucost)du = fg flu
La bOhlthIl generale de I’équation est

fo )sin(t — u)du + A cos(t) + psin(t).

b) (0) =0 donne A=0.
Avec les notations précédentes :

)sin(t — u) du.

y'(t) = =A(t)sint + u(t) cost — Asint + pcost
donc y'(0) = (O) +u= u puis w=0.
Finalement : y(¢ fo )sin(t — u) du.

Exercice 29 : [énoncé]
a) La solution générale de ’équation homogene associée est

y(t) = Acost + psint

On peut avoir I'intuition de trouver une solution particuliere de la forme
y(t) = acos(nt) et, en effet on obtient,

;1 cos(nt)

y(t) = —5—

solution particuliere lorsque n # 1. La solution générale est alors

1
y(t) = Acost+ psint + T2 cos(nt)

Quand n = 1, on applique la méthode de variation des constantes. On obtient une
solution particuliere en résolvant

N(t)cost + p'(t)sint =0
=N (t)sint + p'(t) cost = cos(nt)
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Par les formules de Cramer, on obtient
N(t) = —sintcost et p'(t) = cos?(t)

Alors ) ; - ;
At) = ~3 sin?t et p(t) = 3 + M

conviennent et ’on obtient la solution particuliere
t
t) = —sint
y(t) =35
puis la solution générale

. 1, .
y(t) = Acost + usint + §tsmt

b) Soit
a X a
1, . n
ft) =ao + 3t sint + 7?_2 Tz cos(nt)

Sans difficultés, on peut dériver deux fois sous le signe somme car il y a
convergence normale de la série des dérivées secondes et convergences simples
intermédiaires. On peut alors conclure que f est de classe C? et solution de
I’équation différentielle étudiée. La solution générale de celle-ci est alors

y(t) = Acost + psint + f(t)

Exercice 30 : [énoncé]
Posons g = f + f”. f est évidemment solution de 1’équation différentielle

v +y=gyg

Apres application de la méthode de variation des constantes, la solution générale
de cette équation est

x
y(x) =acosx + bsinz + / g(t)sin(z —t)d¢
0

Pour une telle solution,

T+
ylx +7) +y(x) = / g(t)sin(z +m—1t)dt >0
Ainsi f vérifie

fl@)+ flx+m) =0

Exercice 31 : [énoncé]

Les solutions de ’équation différentielle vy’ + y = f sont de classe C*® car f ’est.
Par application de la méthode de variation des constantes, la solution générale de
Péquation y” +y = f est

y(z) :Acosai—ﬁ-usinx—l—/lf(t)sin(x—t)dt
0

Cette solution est 2w-périodique si, et seulement si,
x r+2m
/ f@)sin(z —t)dt = / f(@t)sin(z — t)dt
0 0

ie. ff+2ﬁ f(t)sin(x — t) dt = 0 pour tout = € R.
En développant le sinus et en exploitant la liberté de la famille (sin, cos) ainsi que
la 2m-périodicité de f, cela équivaut a la condition

2m 2m
f(t)sintdt =
0 0

f(t)costdt =0

Exercice 32 : [énoncé]
Par application de la méthode de variation des constantes, la solution générale de
léquation 3y’ +y = f est
T
y(x) = Acosx + psinx + / f(@t)sin(z —t)dt
0

Pour conclure, il suffit de justifier que  +— [ f(¢)sin(z — t) d¢ est bornée.
Par intégration par parties,

Oz f()sin(z —t)dt = f(z) — f(0) cosz — Ow f'(t) cos(x —t)dt

Quitte & passer & 'opposé, on peut supposer f croissante et donc f/(¢) > 0.
Puisque —1 < cos(z —¢) < 1,

F0) = @) < [ 10 costo — 1)t < f(0) - 10
puis .
F(0)(1 —cosz) < /0 f(@®)sin(z —¢)dt < 2f(x) — f(0)(1 + cosx)

La fonction f étant bornée (car convergente en +00), il en est de méme de
x> [ f(t)sin(z — t)dt.
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Exercice 33 : [énoncé] La dérivée partlelle 9.2 est continue en z et continue par morceaux en t.
a) C’est une équation différentielle linéaire d’ordre & 2 & coefficients constants de Soit [a,b] C ]0,4o0]. On a
solution homogene
= Acosz + Bsinz 0%u Pe™™ _
y V(z,t) € [a,b] x [0, +o0[, 3x2(x’ )| < e <e ™ =p(t)
La méthode de variation des constantes propose une solution particuliere de la
forme avec ¢ intégrable. Par domination sur tout segment, f est de classe C? sur |0, +0o]
y(z) = A(z) cosx + B(z) sinx et
+oo i t2
avec A et B fonctions dérivables solutions du systeme (z) = / e_tlm dt
0
Al(x)cosz + B'(z)sinz = 0 On vérifie alors .
—A'(z)sinz + B'(x)cosx = 1/x f(x)+ f(x) :/ e " dt = 1
0 X
En faisant cos(z) x (1) — sin(z) x (2), on détermine A'(z) et B'(x) s’obtient de de sorte que f est solution sur R™ de I’équation différentielle
fagon analogue 1
Al(x) = —sinx/x y'ty=—
x
B'(x) = cosz/x
Ainsi, il existe A, B € R tels que
On peut alors proposer
+o0 +oo
4 t
+00 gint +00 (ogt f(x):Acosz+Bsinx+cosx/ Slidt—smx/ ﬁdt
A(x):/ —dt et B(zx) = / Tdt @ t x
x x

On observe
ol les intégrales introduites ont le bon gotit de converger. .. oo 1
. L s . e 0< f(z) < e " dt =~
La solution générale de ’équation différentielle est alors 0

+o0 +o0 donc par encadrement f —— 0 ce qui entraine A = B = 0.
. sint cost +o0
y(x) = Acosx + Bsinz + cosx Tdt—smm Td Ainsi
x x +oo “+o00
t t
‘ o\ 1ap Vx>0,f(;v):cosx/ &dt—smx/ 80
b) Posons u(z,t) = e~ /(1 + t?) définie sur RT x [0, +o0]. - t . t
x — u(x,t) est continue sur R* pour chaque ¢ € [0, +00] Séparément, on calcule f(0)
t — u(z,t) est continue par morceaux sur |0, +oo[ pour chaque x € R et
teo gt T
1 f(0) = / = [arctant]F™ = =
0 < —— =t 1+¢2 0 2
fule, )] < 1 = (1) ST
5e 4, +
avec ¢ intégrable sur [0, 400[. Par domination f est définie et continue sur ¢) Par convergence de I'intégrale, quand  — 0
[0, 400 T sint T gint
De plus, z + u(z,t) est deux fois dérivable sur Rt pour chaque ¢ € [0, +o00[ avec —dt— e dt
T 0
a 7teft1,’ 82 thftI
Sty = = et o () = —— De plus
ox 1+1¢2 Ox? 1+1¢2
+o° cost cos t L cost ! cost
d . oL —dt = —dt=C" + —d¢
La dérivée partielle 5 est continue par morceaux et intégrable sur [0, +o0]. N ¢ L
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avec

1
/ COStdt‘ %:—lnx

donc oo
cost
sin x / —dt—0
xT

Ainsi en passant a la limite en 0 Pexpression précédente de f(x), on obtient

/msmtdt 1(0) =
0

vl 3

t

Exercice 34 : [énoncé]

a) Analyse : Soit Y a,z™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de
somme S.

La fonction S est solution sur |—R, R[ de 1’équation différentielle

Sur |—-R, R[,

+oo
> (n+2)(n+ Danis +2(n+ L)ay)a"

n=0

S"(z) 4+ 225" (z) + 28(z) =

Par conséquent, S est solution de I’équation différentielle
2 /
y' 4+ 22y +2y=0

si, et seulement si,

-2
v EN, n = n
n Gpt2 n+2a
ce qui donne
(e (—1r2r  (=1)rarp!
agp = ——ag et a = a1 = a
P O T o ). 3 T (2p )

Synthese : Soit Y a,z™ la série entiére déterminée par les coefficients
précédemment proposés.

Une telle série entiére est de rayon de convergence R = 400 car ag, = O (1/p!) et
azpi1 = O(47/pl).

De plus par les calculs ci-dessus elle est solution de 1’équation différentielle
proposée sur R.

b) Les solutions paires sont obtenue pour asp4+1 = 0. Cela donne

VreR,S(z) = age™

Exercice 35 : [énoncé]
Soit y la somme de la série entiére > a,t™ de rayon de convergence R supposé > 0.

4(1 =2y (t) — 4ty' (t) + y(t) = %O (4(n+2)(n + 1)ans2 — (4n® — 1)a,) t" donc

n=0

y est solution de ’équation étudiée si, et seulement si,

(n—1/2)(n+ 1/2)@
m+Dn+2) "

1/2 1/2
donc ag, = 9 ap et agp1 = op 1 ai.

Or personne, oh non personne, n’ignore que

Vn e N a9 =

\/1+t:§ <1£2>t" et V1—t= Z
n=0

()
avec un rayon de convergence égal a 1.

En prenant ap = a; = 1, on obtient la fonction ¢ — /1 + ¢.

En prenant ag = 1 et ay = —1, on obtient ¢t — /1 — t.

Ces deux fonctions sont solutions de I’équation étudiée (car R = 1) et, étant
indépendantes, elles constituent un systéeme fondamental de solutions. La solution

générale s’exprime
y(t) = AV1+t+uvl—t

Exercice 36 : [énoncé]

a) Soit y(t) =
Sur |-R, R], la fonction y est de classe C* e

Z a,t™ une série entiere solution de rayon de convergence R > 0.

+oo —+oo
= Zant", Znant" Let y"(t) = Z (n —1Da,t"?
n=0 n=0
de sorte que
+oo
(L+£2)y"(8) + 4ty (8) + 2y(t) = D (n+2)(n + 1)(ansa + an)t"
n=0

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiere, la fonction y est
solution de 'équation étudiée sur |—R, R[ si, et seulement si,

Vn €N, ant2 = —ay,
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ce qui donne
Vp € N,agp = (—1)Pag et agpy1 = (—1)Paq

et on obtient

= =3 ag + a;t
y(t) =ao > (~1)PP +ar Y (—1)Pert = 7(1) - t21
p=0 p=0

Puisque la série entiere écrite est de rayon de convergence R > 1, on peut assurer
que les fonctions proposées sont solutions sur |—1, 1] & I’équation étudiée. Cela
fournit un systéme fondamental de solutions sur |—1, 1] qu’il suffit de réinjecter
dans I’équation pour affirmer que ces fonctions forment aussi un systeme
fondamental de solution sur R.

Puisque 'espace des solutions de cette équation homogene est de dimension 2, on
peut conclure que la solution générale est

A+t
142

y(t)

b) La méthode de variation des constantes nous ameéne a recherche une solution

particuliere

A(t) + p(t)t

o) = MO8
14+t

avec A et p fonctions dérivables solution du systeéme

2N (t)  p ()1 —t?) 1

TareEt 1t er e

On obtient () = — 1= et p/(t) = H% puis

_ tarctant —Inv/1 + ¢2

142

y(t)

Cette solution particuliere permet ensuite d’exprimer la solution générale.

Exercice 37 : [énoncé]
a) Par analyse synthese, on obtient

oo

.
h(z) =)

n=0

(=n"
(n!)?

xn

de rayon de convergence R = +o0.
b) h(0) = 1 et par application du critére spécial des séries alternées a la série

(_1)n n
Z (n!)2 2

n>1

on obtient

400 n
—2< > ((n!l))z 2" < —1
n=1

et donc h(2) < 0. On en déduit que h s’annule sur |0, 2[.
La fonction h est dérivable et

1 <« - n—1
16 = 3 i

On peut a nouveau appliquer le critere spécial des séries alternées a cette série
pour tout x € ]0,2[ et on en déduit h'(z) < 0.

Exercice 38 : [énoncd]
Par dérivation d’un déterminant

LR B0
wO= 1 R '* a0

donc

’ fi(t) fa(t) ‘
—a(®)F(t) — b () —alt) £3(E) - bt (1)
puis
1oy fi1(t) fa(t) — _ap | D@ Fa(t)
w“)“ —a(t)fl(t) —a(t)fA(t) " O Fi) fé(t)‘

Ainsi w est solution de I’équation différentielle

w +at)w =0

Exercice 39 : [énoncé]
a) Un simple calcul de vérification.
b) Le wronskien de deux solutions de I’équation homogene (FE) est solution de
I’équation différentielle
tw'(t) + (1 — 2t)w(t) =0
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Apres résolution, on obtient

o2t
w(t) = )\T avec A € R

¢) Soit ¥ une solution indépendante de ¢ (la théorie assure qu’il en existe) et w le
wronskien de ¢ et 1. Quitte a multiplier ¢) par une constante ad hoc, on peut
supposer

et la fonction ¥ apparait solution de I’équation différentielle

oY — o’ = w(t)

c’est-a-dire
el — el = w(t)
Apres résolution, on obtient

¥(t) = In(t)e!

Le couple (p,) constituant un systéme fondamental de solutions, on peut
exprimer la solution générale

y(t) = (A\In(t) + p)e’ avec A\, u € R

Exercice 40 : [énoncé]
a) f est continue, si f n’est pas de signe constant alors f s’annule.
b) On a

Vz €R, f"(x) = —q(2)f () <O
¢) L’équation est

y=[f(a)(x—a)+ f(a)

d) Considérons g : R — R définie par g(z) = f(z) — (f'(a)(z — a) + f(a)).
g est dérivable et ¢'(x) = f/'(z) — f'(a). Or f’ est décroissante, on peut donc
dresser le tableau de variation de g et puisque g(a) = 0, constater

Ve e R, g(x) <0

e) Si f'(a) # 0 alors f étant en dessous de sa tangente prend des valeurs
négatives, c¢’est impossible.
On en déduit que

Va €R, f'(a) =0

donc f est constante et [ =0

Pour que f vérifie ’équation
y' +al@)y=0

(sachant g # 0) il est nécessaire que f soit constante égale a 0.
C’est absurde.

Exercice 41 : [énoncé]

Par I'absurde :

S’il existe y une solution sur R de 3" 4+ ¢(z)y = 0 qui ne s’annule pas.

Deux cas sont possibles : y est positive ou y est négative.

Si y est positive alors 3" < 0.

La fonction y est donc concave et sa courbe représentative est en dessous de
chacune de ses tangentes.

Si y possede une tangente de pente non nulle, y prend des valeurs négatives, exclu.
Par suite y est nécessairement constante et alors y” = 0 puis ¢(z)y(x) =0
implique que y est constante égale a 0. Absurde.

Si y est négative, le méme raisonnement permet de conclure.

Exercice 42 : [énoncd]

Par labsurde, si f admet une infinité de zéros, on peut construire une suite (z;,)
formée de zéros de f deux a deux distincts. Puisque [a, b] est compact, on peut
extraire de cette suite (z,,), une suite convergente que nous noterons encore (z,,).
Soit ¢ la limite de (z,,). Par continuité, on a f(c) = 0.

En appliquant le théoreme de Rolle a f entre x,, et x,41, on détermine ¢, compris
entre x,, etx,11 tel que f'(¢,) = 0. Par encadrement, ¢, — ¢ et par continuité
f'(c)=0.

Le probléme de Cauchy linéaire formé par I’équation (E) et les conditions initiales
y(e) = 0 et y/(c) = 0

possede une unique solution qui est la fonction nulle.
La fonction f est donc nulle : c’est absurde.

Exercice 43 : [énoncé]

Soit y une solution de I’équation étudiée possédant une infinité de racines.
Nous allons montrer qu'il existe a € [0, 1] vérifiant y(a) = y'(a) = 0.

Il est possible de former une suite (z,,) de racines deux & deux distinctes de la
fonction y. Puisque la suite (x,,) est une suite d’éléments du compact [0, 1], elle
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posseéde une suite extraite convergente que nous noterons encore (). Ainsi on
obtient une suite d’éléments deux & deux distincts de [0, 1] vérifiant

Tn —a€[0,1],Vn e Ny(z,) =0

Par continuité de la fonction y, on obtient y(a) = 0.
Par application du théoréme de Rolle entre x,, et z,+1 (qui sont distincts) il
existe ¢, compris entre z,, et x,41 vérifiant y'(c,) = 0. Par encadrement ¢,, — a
et par continuité de y’, on obtient y'(a) = 0.
Finalement y apparait comme solution du probleme de Cauchy

y" +pt)y +a(t)y =0

y(a) =y'(a) =0
Or la fonction nulle est aussi évidemment solution.

Par unicité de la solution sur [0,1] & ce probléme de Cauchy, on peut conclure que
y est la fonction nulle.

Exercice 44 : [énoncé]

a) Par I’absurde supposons que g posséde un zéro non isolé a. Il existe alors une
suite (z,,) de zéros de g distincts de a convergeant vers a. Puisque g(x,) =0, & la
limite g(a) = 0. Puisque

A
= 1
g (a) x%zlzrfrl;éa Tr—a
on a aussi
n—+oo Tn —Qa

Ainsi g(a) = ¢'(a) = 0 et donc g est la fonction nulle car cette derniére est
I'unique solution de ’équation linéaire d’ordre 2 E vérifiant les conditions initiales
y(a) =y'(a) = 0.

b) Posons

x Z2

(@) = (22— 2) / (t— o) F(D)g () dt + (z — 22) / (2 — ) f(£)g(t)

] x

La fonction ¢ est dérivable et

o)== [ —answewac+ [ - 050e0

1 xT

La fonction ¢ est donc deux fois dérivable et
¢ () = (z1 — 22) f(2)g9()
Puisque g est solution de I’équation E, on obtient
¢ (x) = (x2 — 21)g" ()

et donc
p(z) = (v2 — 21)9(x) + az + B

Or les fonctions ¢ et g s’annulent toutes deux en 1 etxs donc o = 8 = 0 puis

o(x) = (z2 — z1)g(z)

¢) Soit v = [maX] lg| # 0. Pour z tel que |g(x)| = a, la relation précédente donne
x1,T2

alxe — 1) < (22 — )

[ a=asst dt\ o)

1

[ @ nsg a

puis

xX )

a(@2—21) < alws—a)(a—21) / )] dt+a(es—a) (@—a1) /

] xr

/“ O dt > —

1 T2 — 1

On en déduit

(9 —z)(x — 1) < W

Exercice 45 : [énoncé]
a) La fonction f est de classe C? et

() = F0)+ / ") de = £(0) - / " g £ (1) e

Puisque la fonction ¢ est intégrable sur [0, +oo[ et puisque f est bornée, on peut
affirmer que la fonction ¢f est intégrable sur [0, +oo[. Par suite I'intégrale de
Pexpression précédente de f'(x) converge quand x — +oo. On en déduit que f’
converge en +oo.

Posons £ sa limite.

Si £ > 0 alors il existe A assez grand tel que pour tout > A on a f'(z) > £/2.
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On a alors

* L
f@) = 1)+ [ 1@t 1)+ 5@ - 4) o oc
A 2 x—+00
ce qui contredit I’hypothese f bornée.
De méme, ¢ < 0 est absurde et il reste donc £ = 0.
b) En dérivant

w/:f/lg+f/g/_f/g/_f//g:0
car f et g sont solutions de (E).

On en déduit que le wronskien w est constant et puisque les fonctions f et g sont

bornées, leurs dérivées f’ et ¢’ convergent vers 0 en +oo et donc w — 0.
—+oo

Ainsi le wronskien w est constant égal & 0 et donc les fonctions f et g sont liées.
On en déduit que I'équation différentielle ¥ possede une solution non bornée.

Exercice 46 : [énoncé]

a) Si 1 posséde une solution non isolée xg alors il existe une suite (2, )nen de
zéros de 1 deux a deux distincts convergeant vers xy. En appliquant le théoréme
de Rolle entre les deux termes distincts z,, et 2,41, on détermine une suite (cj,)
convergeant vers xg formée de zéros de ¢!. En passant la relation ¢’(c,) =0 & la
limite on obtient ¢’(z) = 0. Ainsi ¢; se comprend comme la solution du
probléme de Cauchy constitué de I’équation différentielle y” + g1 (x) = 0 et des
conditions initiales y(xg) = y'(xg) = 0. Or ce probléme de Cauchy posséde une
solution unique et celle-ci est la fonction nulle, cas que 1’énoncé exclut.

b) On suppose les zéros de a et b consécutifs donc 7 est de signe constant sur
[a,b].

Quitte & considérer —¢; on peut supposer ;1 > 0 sur [a, b] et, sachant

¥} (a), i (b) # 0 car ¢ est non identiquement nulle, on a ¢} (a) > 0 et ¥} (b) < 0.
Si o n’est pas de signe constant sur [a, b] alors, par le théoréme de valeurs
intermédiaires, @9 s’annule sur ]a, b[.

Si en revanche ¢, est de signe constant sur [a, b] alors, quitte & considérer —ps9, on
peut supposer @o > 0 sur [a,b] afin de fixer les idées. Considérons alors la fonction
donnée par

w(t) = p1(t)5(t) — pa(t) i (t)
La fonction w est décroissante car

w'(t) = p1(t)p5 (t) — @2 ()@ (t) = (q1(t) — q2(t))pr(t)pa(t) <O

Or w(a) = —pa2(a)pi(a) <0 et w(b) = —p2(b)p](b) = 0 donc nécessairement
pa(a) = p2(b) = 0.

c) I suffit d’appliquer ce qui précéde a g1(z) =1 et gz2(z) = €® sur I = RT sachant
que ¢1(z) = sin(z — a) est solution de 'équation y”" + y = 0 et s’annule en a et
a—+ .

Exercice 47 : [énoncé]
L’équation Fy est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogene.
a) y? est deux fois dérivable et

(1) (2) = 2y(a)y" (2) + 2 (4 (2))" = 2¢" (y(2))* +2(¢/ ()" > 0
Par suite la fonction 2 est convexe.
Si y(0) = y(1) = 0 alors, sachant que y? est convexe, le graphe de y? est en
dessous de chacune de ses cordes et donc y? est nulle sur [0, 1]. On en déduit que y
est nulle sur [0, 1] et en particulier y(0) = '(0) = 0. Or la fonction nulle est la
seule solution de I’équation différentielle Fy vérifiant les conditions initiales
y(0) = 3/(0) = 0. On en déduit que la fonction y est nulle sur R.
b) Le wronskien en 0 des solutions y;, ya est

o | =m0

Si 42(0) = 0 alors, sachant y(1) = 0, le résultat qui précéde entraine y = 0. Or
y5(1) =1 # 0. C’est impossible et donc w(0) = y2(0) # 0.

On en déduit que (y1,y2) est un systéme fondamental de solutions de Ej.
Notons que 1'on démontre par le méme argument que y(1) # 0.

¢) Soit § une solution particuliere de I’équation E.

La solution générale de E est de la forme y(z) = () + Ay (z) + Aaya ().
Cette solution vérifie y(0) = y(1) = 0 si, et seulement si,

7(0) 4+ Aoy (0) = 0 et §(1) + My (1) =0

Ces deux équations déterminent \; et Ay de fagon unique puisque y;(1),y2(0) # 0.

Exercice 48 : [énoncé]

a) (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 définie sur R. Les
conditions initiales proposées déterminent alors une solution unique définie sur R.
b) Puisque la fonction u est continue et u(0) = 1, la fonction u est strictement
positive au voisinage de 0 et par la satisfaction de I’équation différentielle, on peut
affirmer que u” est strictement négative au voisinage de 0. La fonction u’ étant
alors strictement décroissante au voisinage de 0 et vérifiant u'(0) = 0, les
existences de « et [ sont assurées.
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Par I’absurde, supposons que la fonction u ne s’annule par sur RT.
La fonction u est alors positive et u” est négative sur RT. La fonction ' étant
donc décroissante sur R*, on a

Vvt > B, (t) <o/ (B)

En intégrant

Vo > B, u(x) — u(B) < u'(B)(z - B)
Or cette affirmation est incompatible avec un passage a la limite quand z — +oo.
On en déduit que u s’annule au moins une fois sur R* (et cette annulation est
nécessairement sur R**)
De méme, on justifie que u s’annule au moins une fois sur R™* (et on peut méme
montrer que la fonction u est paire. . .)

¢) Considérons I’ensemble
A={t>0/u(t) =0}

C’est une partie non vide et minorée de R, elle admet donc une borne inférieure 4.
Par la caractérisation séquentielle d’une borne inférieure, il existe une suite
(tn) € AN telle que

t, — 0

Puisque u(t,) = 0, on obtient & la limite () = 0. Evidemment 6 > 0 et § # 0
donc § € A et ainsi ¢ est un minimum de A.

De méme on obtient ~.

d) Gréce a I’équation différentielle

W' =v"v—uw" =0

Le wronskien W est donc constant mais peu importe. . . puisque les solutions u et v
sont indépendantes, le wronskien ne s’annule pas et il est donc de signe constant.
Or

W(7) = u'(7)v(v) et W(8) = u'(6)v(0)

Puisque u est strictement positive sur |7, d[, v est strictement négative et u’
strictement décroissante sur ce méme intervalle. On en déduit

u'(y) > 0etu(6) <0

ce qui entraine que v(7) et v(d) sont de signes stricts contraires. On en déduit que
v s’annule sur ], d[.

e) Plus généralement, qu’une solution de (FE) soit colinéaire & u ou non, on peut
affirmer que celle-ci posséde un zéro dans [, d]. Or on vérifie que les fonctions w,,
sont solutions de (E) et donc chacune possede au moins un zéro dans [y, d]. On en
déduit que la fonction w posséde au moins un zéro dans chaque intervalle

[y + nm, & + nw| ce qui assure l'existence d’une infinité de zéros.

Exercice 49 : [énoncé]
a) Par I'absurde, supposons que f s’annule et introduisons

b=inf {t € [a,+oo[/f(t) = 0}
Par continuité de f, on a f(b) = 0 et sachant f(a) > 0, on aussi.
Vi a,b], (1) > 0

On en déduit f(t) = q(t)f(t) = 0 et donc f’ est croissante sur [a, b]. Sachant
f'(a) > 0, la fonction f est croissante sur [a,b]. Ceci est incompatible avec la
valeur f(b) = 0. C’est absurde.
On en déduit que f ne s’annule pas sur [a, +00[ et est donc strictement positive.
Comme au dessus, on retrouve que f’ est croissante et donc strictement positive.
Enfin .

f@) = 5@+ [ PO > @)+ @) - a) o +o0

a r—+00

b) (v'v —uv') = u"v — wv” = 0. La fonction u'v — uv’ est donc constante égale &
—1 (qui est sa valeur en a).
Puisque v(a) = 0 et v'(a) = 1, les fonctions v et v’ sont strictement positives sur
un intervalle de la forme ]a,a + h] (avec h > 0). En appliquant la question
précédente avec a + h plutét que a, on assure que v et v’ sont strictement
positives sur ]a, +0o[. On peut donc introduire les fonctions u/v et u’/v’. Aussi

uy/ -1 o ! @' — uv”
(33 con (3 - 245

v v2 v v'2

On a

SHES

u w —u'v 1
/U/

!

VU vv!

avec v — +0o et v/ = v’'(a) = 1. On en déduit que les fonctions u/v et v’ /v’ ont
oo

la méme limite en 400 (ces limites existent assurément par monotonie). Aussi
cette limite est finie car la fonction u/v est au dessus de la fonction u’/v’. Nous
noterons ¢ cette limite.

c) Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

g=Au+ pv
car (u,v) forme un systéme fondamentale de solutions de 1’équation linéaire (E).
La condition g(a) = 1 impose A = 1.

Les conditions g strictement positive et décroissante imposent respectivement

u+pv > 0et v + pv’ <0
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La constante p est alors nécessairement —¢.

Finalement g = u — fv. La réciproque est immédiate.

d) Le changement de fonction proposé transpose 1’équation z4y”(x) = y(z) en
2"(1/z) = z(1/x).

La solution générale de 1’équation (E) sur [1, +oo[ est donc
ylx) =x ()\el/x + ,ue_l/“')
Par développement limité
y() = x((A+p)+o(1))

r——+00

Pour que la fonction g décroisse en restant positive, il est nécessaire que A+ p = 0.

Sachant y(1) = Ae + u/e, on obtient

_r (el/w _ e—l/w)

9(*) = 53—

On aurait aussi pu calculer

u(w) = !/ et v(w) = & (el et/

T
2

et reprendre ce qui précede.

Exercice 50 : [énoncé]
Supposons f solution.

flz)=—-1-2z /Ox Ft)dt + / tf(t)dt

0

On a f(0) = —1 et f dérivable avec
fle) =2 [ 1odt - 20f(@) + 2f(z)
0

Par suite y : z — fox f(t)dt est solution de ’équation différentielle
y"+xy’+2y:0

avec les conditions initiales y(0) = 0 et y’(0) = —1. Ceci détermine y et donc f de
maniere unique.
En recherchant les solutions développables en séries entieres, on obtient
y(z) = —ze~*"/2 puis
f@) = (@ = 1)e ™/

Exercice 51 : [énoncé]
a) On peut écrire

f(a:)1x:c/oif(t)dt+/01tf(t)dt

Par opération sur les fonctions de classe C!, f est de classe C'.
b) Soit f solution. f est de classe C' et

@ =-1- [ s
On en déduit que f est de classe C? et
f'(@) + f@) =0
Ainsi la fonction f est de la forme
f(z) = Acosx + psinz
De plus, on observe f(0) =1 et f/(0) = —1 ce qui détermine A et y :
A=let u=-1

Il ne reste plus qu’a vérifier que la fonction x — cosx — sinx est solution, soit en
remontant les calculs (ce qui est possible) soit en refaisant ceux-ci.

Exercice 52 : [énoncé]
Si f est solution alors f est de classe C' et on a :

f'(x) = zf(x) et £(0) =1
Apres résolution de I’équation différentielle sous-jacente, on obtient
fw) = /2
z?/2

Inversement, f(z) =e définit une solution du probléme posé.

Exercice 53 : [énoncé]
Remarquons

/1‘ f(t)cos(z —t)dt = cosx/x f(t)costdt—l—sinx/w f(t)sintdt
0 0 0
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Si f est solution alors
fley=1+ 2/ f(t)cos(z —t)dt
0

et donc f(0) = 1.
f est dérivable car somme de fonctions dérivables.

f(x) = —2sinz | f(t)costdt+ 2cosx/ f(t)sintdt + 2f(x)
0 0
et f(0) =2.
f est alors deux fois dérivable et

(@) =1-f(z) +2f(x)
Ainsi f est solution de ’équation différentielle
y' -2 +y=1

vérifiant les conditions initiales y(0) = 1 et 3/(0) = 2.
La solution générale de cette équation différentielle linéaire d’ordre 2 est

y(z) = (A +p)e” +1

Cela conduit & f(z) = 2ze” + 1.
Inversement, soit par calculs, soit en remontant le raisonnement, on peut affirmer
que la fonction proposée est solution.

Exercice 54 : [énoncé]

Soit f une solution du probléme posé.

Posons g(x) = f(x) + f(—x). La fonction g est une fonction paire, deux fois
dérivable et solution de : y” + y = 0. Par suite g(x) = C cos(z)

Posons h(z) = f(x) — f(—=x). La fonction h est une fonction impaire, deux fois
dérivable et solution de : ¢y’ — y = 2z. Par suite h(x) = Dsha — 2.

On en déduit f(z) = Ccosx + Dshx — z.

Inversement de telles fonctions sont bien solutions.

Exercice 55 : [énoncé]
Soit f une fonction solution. f est dérivable et

f'z) = f(1/2)

donc f’ est encore dérivable. La fonction f est donc deux fois dérivable avec

F() = =5 /(1) = ——5 [ ()

La fonction f apparait alors comme étant solution sur RT™ de 1’équation
différentielle
E:2% +y=0

FE est une équation différentielle d’Euler. Réalisons le changement de variable
t=Inz.
Soient y : RT™ — R deux fois dérivable et z : R — R définie par

z est deux fois dérivable et
y(@) = 2(nz)

1
/ !
=—-2'(1
(@) =~ (nx)
y"'(z) = —iz’(ln x) + iz”(ln x)
x2 x?
y est solution sur R™* de FE si, et seulement si, z est solution sur R de

F:2' —24+2=0

F est un équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants
homogene de solution générale

V3 . V3
e1/2
2

+usm7

z(x) = ()\ cos
La solution générale de E sur R** est donc

V3lnz . \/§lnx)
5 + psin 5

y(z) =V <)\ cos
Revenons a la fonction f. Il existe A, p € R telles que

31
\f2nw n

wsin

) = v (Acos “321)

On a alors

V3lnz

f(x) = L ((A + pV/3) cos + (1 — \W3)sin

- \/§21nx)
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et donc
A+ V3 =2)

M3 —p=2u

Finalement, les solutions sont les fonctions f données par

\/ilnx — g) avec C e R

f’(x)—f(l/x)ﬁ{ S A=pV3

Vz € R, f(z) = Cy/x cos <

Exercice 56 : [énoncé]
Les éléments de E sont les solutions de I’équation différentielle

y" 4+ y = acos(x) vérifiant y(0) = «

L’équation différentielle est linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
La fonction x — Sxsinx est solution particuliere et la solution générale est

. [6
y(x) = Acosz + psinx + Sesinz
Les solutions vérifiant la condition y(0) = « sont les fonctions données par
I .
y(z) = a | cosz + pZsine + psinzx
On en déduit que l'espace E est de dimension 2.
Exercice 57 : [énoncé]

Soit © une fonction solution.
Posons

La fonction U est de classe C! et vérifie

U0) =0
U'(x) = \U(x) + f(z)

La résolution de I’équation différentielle linéaire U’ = AU + f(x) donne par pour
solution générale

Uz) = Ce ™™ + </Oz f(t)eM dt) oo

La condition initiale U(0) = 0 déterminer la constante C'
C=0

On en déduit la fonction u
(@) = f(z) - A / F(1)eNE=) gt
0

Inversement, une telle fonction est solution car sa primitive s’annulant en 0 vérifie

Péquation U = AU + f(x).

Exercice 58 : [énoncé]

Soit f solution.

En prenant x = 0 dans la relation, on observe que f est nécessairement paire.
En dérivant la relation deux fois par rapport a x on obtient

e +y)+ (@ —y) =2f"(2)f(y)
En dérivant la relation deux fois par rapport a y on obtient
'@ +y) + (@ —y) =2f(2)f"(y)

On en déduit
(@) f(y) = f@)f"(y)
Af(x) avec X = f"(0).

Pour y = 0, on obtient ’équation f”(x)
Si A > 0 alors f(z) = chv/\x.

Si A =0 alors f(z) = 1.

Si A < 0alors f(z) = cosv/—Ax
Inversement, on vérifie par le calcul qu'une fonction de la forme précédente est
solution du probléme posé.

Exercice 59 : [énoncé]

Sur I = ]—o00, —1[ ou |—1, +o0[ 'espace des solutions de cette équation
différentielle linéaire d’ordre 2 est un plan vectoriel. En recherchant ses solutions
polynomiale on obtient les fonctions y(t) = a(t? — 1) + b(t + 1). Les deux fonctions
polynomiales t — t? — 1 et ¢t — t + 1 sont solutions et indépendantes, elles
constituent un systeme fondamental de solution de I’équation sur I. Reste a
recoller celles-ci en —1.

Si y est solution sur R, elle est a fortiori solution sur |—oco, —1[ et ]—1, +00[ donc il
existe a1, b1, az, by € R tels que Vt > —1,y(t) = a1 (t? — 1) + by (t + 1) et

Vit < —1,y(t) = as(t? — 1) + bo(t + 1).
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Recherchons parmi les fonctions de la forme précédente celles pouvant étre

prolongée en une fonction deux fois dérivable en —1

Limite en —1: lim y(t) =0et lim y(¢) =0. On peut prolonger y en —1 en
t——11 t——1—

¢) Soit y une solution sur R de I’équation proposée.
Puisque ¥ est solution sur R™* et R™* on peut écrire :

22

22
T et Vo < 0,y(z) = Ao T + pge”

22
2

332 _
posant y(—1) = 0. Vo > 0,y(x) = A\eT + pe

Vit > —1,y/(t) = 2a1t + by et Vi > —1,y/(t) = 2ast + bs.

Puisque y est continue en 0
Limite en —1 : lim+ y'(t) = —2a1 + by et lim y(t) = —2ag + be. La fonction y
t——1 t——1—

A+ = Ao+ o
est dérivable en —1 si, et seulement si, —2a; + by = —2as + bo. Si tel est le cas : y' est continue en 0 ne donne rien de plus
YVt > —1,y"(t) = 2a1 et Vt < —1,y" () = 2as.

Limite en —1 : lim ¢”(t) =2a; et lim y"(t) = 2as. La fonction y est deux fois "
t——1+1 t——1—

() = M—pety’(z) = Xo—po
z—0+ z—0—

dérivable en —1 si, et seulement si, 2a; = 2as.

Au final y peut étre prolongée en une fonction deux fois dérivable si, et seulement

Si, a; = as et bl = b2.

La fonction y est alors donnée par y(t) = a1(t?> — 1) + b1 (t + 1) sur R et elle bien

solution de I’équation.

Finalement les solutions sur R de ’équation sont les fonctions

Donc y"(0) = A1 — p1 = Az — pp d’olt Ay = pg et Ay = po.

Finalement )

7:2
Vo € R,y(z) = Ae =T + pje” 2
Inversement, une telle fonction est solution sur R.
42
y(t) = a(t” —1) +b(t +1) avec a,b € R Exercice 62 : [énoncé]

a) Soit > a,z™une série entiere de rayon de convergence R > 0.

—+oo
Exercice 60 : [énoncé] Sur |—R, R[, la fonction = — y(x) = > a,x™ est de classe C* avec

On remarque =0
+oo +oo
(t+ 1)y —(t+2)y +y=0& (E+ 1) —y) — (¥ —y) =0 V() =Y (n+1Danpaz™ ety = > (n+ nay 2"
n=0 n=1
Les fonctions y(t) = e’ et y(t) = t + 2 sont solutions sur R.
Par suite, sur I = ]—o0, —1[ ou |—1, +00], la solution générale est On a alors
y(t) = el + p(t + 2) car on sait que 'espace des solutions est de dimension 2. +00

4.1‘y” + 2y’ —y = Z (2(2n + 1)(n + 1)an+1 - an) "

n=0

Aprés recollement en —1, la solution générale sur R est y(t) = Ae! + u(t + 2).

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiere, la fonction y est

Exercice 61 : [énoncé] solution de I’équation (E) si, et seulement si,

a) z: x — y(—x) est deux fois dérivable sur I’ et vérifie bien 1’équation.

b) Soient y une fonction deux fois dérivable définie sur R™ et 2 définie par VneN,api1 = On
2(t) = y(V/t) de sorte que y(x) = z(22). z est deux fois dérivable. (2n +1)(2n +2)
On a y'(x) = 2z2'(a?) et y"(z) = 22/ (2?) + 422" (2?). Ce qui donne
y est solution sur RT* si, et seulement si, 1
Vn € N, Ap = W@O

42" —2=0
Inversement, la série entiére donnée par (2‘17‘2)@" est de rayon de convergence

Cela donne

400 et en vertu des calculs qui précedent, sa somme est solution sur R de
Péquation (E).
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b) Considérons I = R™* ou R™* et posons x = £t? avec ¢ = +1.
Soit y : I — R une fonction deux fois dérivable et z : R™* — R définie par

2(t) = y(et?).
La fonction z est deux fois dérivable et

2(t) = y(et?), 2" (t) = 2ety’ (et?) et 2" (t) = 4ty (et?) + 2ey/ (et?)

de sorte que
2(t) = 2(t) = day" (2) + 2y () — y(2)
Ainsi y est solution de (E) sur [ si, et seulement si, z est solution sur R™ de

I’équation différentielle linéaire & coefficients constants z”” — z = 0. La solution
générale de cette derniére est z(t) = Acht + usht et la solution générale de (E) sur

I est donc
y(z) = Ach <\/H> + psh (\/M)

¢) Soit y une solution de (E) sur RT* et R™*. On peut écrire

Vx> 0,y(z) = Ach (\/m> +psh (JH) et Vo < 0,y(z) = XN'ch (\/H) +p/sh (\/m>

Le raccord par continuité exige A = \'.

La dérivabilité du raccord exige p = p’ = 0.

La fonction ainsi obtenue correspond alors au développement en série entiere
initiale qu’on sait étre solution sur R.

Exercice 63 : [énoncé]

Soit ¢ : R — R une fonction deux fois dérivable et z : R — R définie par z = 3/ — y.
z est dérivable et 2/ = 3" — /.

y est solution de F si, et seulement si, z est solution de F' : xz’ — 2z = 1.
F est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

Solution générale de F sur R™ et R™* : z(z) = Cz — 1.

Apres recollement, solution générale de F' sur R : z(z) = Cz — 1.

Reste a résoudre G : ¢y —y = Cx — 1.

Solution homogene : yo(z) = De”.

Solution particuliere y;(z) = —C(z + 1) + 1.

Solution générale de E : y(z) = —C(x + 1) + De® + 1 avec C, D € R.

Exercice 64 : [énoncé]
Soit y : R — R une fonction deux fois dérivable. Posons z = 4/, z est dérivable.
y est solution de ’équation différentielle si, et seulement si, z solution de

(1+ 222 +222=0

On obtient

puis
y(x) = Carctanx + D

Exercice 65 : [énoncé]

Soit y : R — R une fonction deux fois dérivable et z : R — R définie par

2(@) = (1+e)y(a).

z est deux fois dérivable et 2/(z) = (1 + %)y (z) + e"y(x),

(@) = (1+ )y (@) + 267 () + ey (x)

y est solution de F si, et seulement si, z est solution de F': 2" + z = ze”.

F' est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants de

solution homogene zp(x) = Acosz + psinz et de solution particuliere :

z1(z) = Z5te”.

Solution générale de F : z(z) = Acosz + psinz + Z3te”.

A cos z+p sin :D+1'Tfle
1+e®

x

La solution générale de F est donc : y(z) =

Exercice 66 : [énoncé]
Soit y : R — R deux fois dérivable et z : R — R définie par

La fonction z est deux fois dérivable.

On ay(z) = (1+e%)z(x), ¥'(z) = (1 +e%)2'(z) + e 2(x),

y'(x) = (14 e%)2"(z) + 2672/ () + e*2(x).

y est solution de I’équation étudiée si, et seulement si, 2’/ — z = 0.
On obtient pour solution générale de 1’équation z” — z =0

z(x) = Cre” + Cae™®
et on en déduit la solution générale de I’équation étudiée

y(z) = (Cre” + Coe™")(1 +€")

Exercice 67 : [énoncé]

Soit ¢ : R — R une fonction deux fois dérivable. Posons z : x — eIQy(a:), z est
deux fois dérivable.
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y est solution de ’équation différentielle si, et seulement si, z solution de
2" +2z=0.
On obtient
z(x) = Cicosx + Cosinx
et on en déduit

I2

y(x) = (Cycosx + Cysinx)e”

Exercice 68 : [énoncé]

Soit y : R™ — R une fonction deux fois dérivable.

Posons z : RT* — R définie par 2(z) = 2?y(x). 2z est deux fois dérivable.
' (x) = 2%y () + 22y(z), 2" (2) = 2%y (2) + day'(z) + 2y(2).

On observe x2y” +4ay’ — (22 —2)y=0& 2" —2=0

La solution générale de ’équation 2z’ = z est z(z) = Ae” + pe™ 7.
La solution générale de 1’équation initiale est donc y(x) = %

Exercice 69 : [énoncé]
Soit y : |0, +00[ — R une fonction deux fois dérivable et z : |0, +00[ — R donnée
par

«

z(x) = 2~ %y()

La fonction z est deux fois dérivable et

222 (2) + ax® (), v (x) = 22" (x) + 202" 2 (2) + a(a — 1)z* 2 2(z)

Qd\
~
5
2
I

zy" (2)+2y () —zy(z) = 272" (@) +2(a+ 1)z (@) + (oo + 1)z — 21 2(2)

Pour a = —1, on obtient
vy’ (x) + 2y (2) — wy(z) = 2" (z) — 2(x)
et donc y est solution de I’équation étudiée si, et seulement si,
z(x) = Achx + pshx
ce qui donne la solution générale

_ Achz + pshz
N x

y()

Exercice 70 : [énoncé]

Soit y une fonction deux fois dérivable sur R.

Posons z la fonction définie par z =y + y/'.

y est solution de ’équation différentielle proposée si, et seulement si, z est solution
de (14+¢€%)2 —e®z=01ie. z(z) = C(e®” +1). On en déduit

y(x) = ae* + Ble” +2).

Exercice 71 : [énoncé]

Soit y une fonction deux fois dérivable définie sur ]0, +oo[ et z la fonction définie
par z(z) = zy’(x) + y(x). z est dérivable. y est solution de ’équation différentielle
proposée si, et seulement si, z est solution de

r.2 —22=——
x
Apres résolution de cette équation différentielle :
5 1
z(x) =Cz*+ — avec C € R
x
Par suite
zy (z) +y(x) = C2® + 1/
Apres résolution de cette équation différentielle

¢ 1 1
y(z) = — 4+ =Ca? + 2T avec C,C'eR
z 3 T

Inversement les fonctions proposées sont bien solutions.

Exercice 72 : [énoncé]
a) L’équation homogene associée est

(t* +1)y" =2y =0

La fonction ¢(t) = t? + 1 en est solution sur R.
b) Procédons au changement de fonction inconnue y(t) = p(¢)z(t).
On obtient

(2 +1)2"(t) + 4t2'(t) = 0

qui donne
A

SURRCESIE
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Sachant

/ dt 1 ) t+1 t
——5 — T arctan —
t2+1)2 2 2241

on obtient
)= 2 (arctant + —— ) +
z(t) = = [ arctan —
2 2r1)
ce qui donne la solution homogene
A

y(t) = 3 ((t*+ 1) arctant +t) + p(t* + 1) +

t2
= 1
4(t+)

avec \, p € R,
¢) y(t) = —t/2 est solution particuliere donc la solution générale est

1
y(t) = )\(t2 +1)+ u((t2 + 1)arctant +t) — it

avec \, u € R,

Exercice 73 : [énoncé]
a) Si y est un polynéme unitaire de degré n solution de I’équation homogene, le
coefficient de t"*2 dans le premier membre de ’équation est

nin—1)—2n+2=n>-3n+2=(n—2)(n—1)
et donc nécessairement n < 2.
Pour ¢(t) = at? + bt + ¢, le premier membre de I’équation devient :
2a(1+1%)% —2t(2at +b) (1 +t2)+2(t> — 1) (at> + bt +¢) = (2c—2a)t> — 4bt + (2a — 2¢)

dota=cetb=0
Finalement ¢(t) = ¢? + 1 est solution particuliere.
b) Par le changement de fonction inconnue y(t) = ¢(t)z(t), on parvient &
I’équation
(1+ 222" (1) + 2t(1 + %)%/ (t) = (1 + %)
Apres résolution de cette équation d’ordre 1 en I'inconnue 2/, on obtient
) = A+ arctant

(1+12)

puis
1
z(t) = p+ Aarctant + 5 (arctan t)?

Finalement la solution générale de 1’équation étudiée est

1
y(t) = M1+ t*) arctant + p(1 + %) + 5(1 + 1?) (arctan t)?

Exercice 74 : [énoncé]
a) p(t) =t est évidemment solution particuliére.
b) On pose le y(t) = tz(t) et on parvient & 1’équation

th 122t + 1) =0
On résout cette équation en la fonction inconnue z’ puis on intégre pour obtenir
2(t) = Xt +
Finalement la solution générale est

y(t) = Me'/t + put

Exercice 75 : [énoncé]

a) p(t) =t est solution remarquable.

b) En posant y(t) = tz(t) et on parvient a 1’équation
32" 4322 =1

On résout cette équation en la fonction inconnue 2’

A 1
z’(t)=ﬁ+t3avecA€R

et 'on obtient
)\/

Finalement, la solution générale est

1
—l—u—;avec/\QuER

A
y(t):?—&—ut—lavec)\,ue]l%

Exercice 76 : [énoncé]
a) Soit y la somme de la série entiére Y a,z™ de rayon de convergence R supposé
> 0.

+oo
r(l—2)y" +(1-32)y —y= Z (n+12(ans1 — an)z"
n=0
On en déduit y(z) = L= solution de I'équation étudiée.
b) On pose y(z) = % avec z deux fois dérivable et I'on obtient

2+ 72 =0
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On résout cette équation en la fonction inconnue 2z’

puis on integre
z(x) = Alnx + p avec A\, p € R

Finalement, la solution générale sur |0, 1] est

~ Aln(z) +p
11—z

y(z)

Exercice 77 : [énoncé]

a) Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme ¥
sur |—R, R|[.

Pour tout z € |—R, R[, on a

+o0
xy” (2)+3y (2)—4z3y(z) = 3a1+8a2x+21a3x2+z ((n+1)(n+3)ani1 —da, 3)x"

n=3

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiere, on peut affirmer
que y est solution de E sur |- R, R] si, et seulement si,

Vn >3 1
n>=3,a =y
n+1 (n+1)(n+3) n—3
Posons ag = 1 et pour tout p € N*, a4, = ma‘*(?’—l)’ les autres a,, nuls.
Ainsi )
Q4p = Cpr 1) Q4py1 = Qgpy2 = Ggpy3 =0

La série entiere correspondante est de rayon de convergence R = 400 et sa somme

+o0
P

tx _—
ot 7;(21)4—1)!

est solution sur R de I’équation différentielle £ en vertu des calculs qui précedent.
Pour x # 0,

+oo 22)2p+1 sh(z?
o) — L3S @) sha?)

2 1 2
x? = (2p+ 1)! x

b) On pose y(z) = p(x)z(z) et équation (E) devient
1 ch(x?)
" o /
2 (x) = <$ - 4xsh(x2) 2'(x)
Apreés résolution en la fonction inconnue 2’ on obtient

) — Ax
2(@) sh?(z2)

puis

_ Ach(a?)
@) = 2 5sh(z?)

La solution générale de I’équation est alors

+ pavec \,u € R

Ash(2?) + pch(x?)

y(x) avec \,u € R

Exercice 78 : [énoncé]

a) Soit > a,z™ une série entieére de rayon de convergence R > 0 et de somme y
sur |-R, R[

Pour tout z € |-R, R[, on a

+oo
2?(1—a)y” —2(1+2)y +y=ao+ Z n*(Ang1 — an)z"™

n=1

La fonction y est donc solution de I’équation différentielle étudiée si, et seulement
si,

ap=0et Vn € N* a1 = ay
Inversement, en considérant la fonction ¢ :  +— 1%, on obtient une fonction
développable en série entiere avec un rayon de convergence R = 1 et les calculs qui
précédent assure que y est solution sur |—1, 1] de I’équation étudiée.
b) On pose

€T =

yle) =7

Apres calculs, la fonction y est solution de I’équation étudiée si, et seulement si,
x2"(x) + 2 (2) =0

Apres résolution de cette équation en 'inconnue z’, on obtient

2 (z) = A avec A € R
x
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puis en intégrant
z(x) = Alnx + p avec A\, p € R

Finalement, la solution générale de I’équation étudiée est

Anz + p)z
11—z

y(z) =

Exercice 79 : [énoncé]

Soit y : R™ — R une fonction deux fois dérivable.

Posons z : R — R définie par z(t) = y(e'). z est deux fois dérivable.
y(z) = z(Inz), y'(z) = 22/(Inx) et y’(z) = 52" (Inz) — 52/ (Inx).
Par suite 22y" + 2y’ +y =0« 2" + 2 = 0.

Solution générale : y(z) = Acos(lnz) + psin(Inx).

Exercice 80 : [énoncé]
a) Les solutions sur R™ sont :

C
y(;v)z?l—i-C’zx—i-xf

b) Les solutions sur R™ sont :

yw) = o -2

Exercice 81 : [énoncé]

x = cost,t = arccosz,z € |—1,1[,t € ]0, x|

Soit y une fonction deux fois dérivable définie sur |—1, 1].

Posons z la fonction définie sur |0, 7| par z(t) = y(z) = y(cost).

z est deux fois dérivable.

Apres calculs :

y est solution de I’équation différentielle proposée si, et seulement si, z est solution
de I’équation différentielle z” + 4z =t i.e.

1
z(t) = Acos 2t + psin 2t + Zt avec A\, p € R
On en déduit

1
y(z) = A22% — 1) 4 2uav/1 — 22 + 7 ATccos T avec ApeR

Exercice 82 : [énoncé]

Soit y une fonction deux fois dérivable définie sur R.

Posons z la fonction définie sur |—n/2,7/2[ par z(t) = y(x) = y(tant).

z est deux fois dérivable.

Apres calculs :

y est solution de ’équation différentielle proposée si, et seulement si, z est solution
de I'équation 2" — 22" + 2z =0 i.e. z(t) = (At + p)el avec A\, u € R.

On en déduit y(z) = (Aarctan x + p)e* 2% avec A, p € R.

Exercice 83 : [énoncé]

Soit y une fonction deux fois dérivable sur R et z : [ = |—7/2,7/2] — R définie
par z(t) = y(tant).

z est deux fois dérivable et

Vo € R, y(z) = z(arctan )

Z'(arctan ) ,, 2x
——— ety (z) = _—
1+ a2 (14 22)2 (14 22)2

y est solution si, et seulement si, z est solution sur I de 1’équation z” + z = 0.
On obtient

y'(z) = 2/ (arctan z) + 2" (arctan x)

z(t) = Acost + psint
et
A+ px

N e

Exercice 84 : [énoncé]

Soient y une fonction deux fois dérivable sur R et z : I = |—n/2,7/2[ — R définie
par z(z) = y(tan ).

z est deux fois dérivable et V¢ € R, y(t) = z(arctant).

y'(t) = % et y'(t) = —(lf%)gz’(arctan t) + mz”(arctan t).

y est solution si, et seulement si,

2" (arctant) + z(arctant) =t

soit 2”(z) + z(z) = tanz sur 1.
2z 4+ z=0donc z = Acosx + psinz.
Méthode de la variation des constantes : X' (z) =

<2 2 1 —
/_sm xdx = / kil du:u—l—flnu
cosr  u=sinz | u?—1 2 u+1

_ sin? z

B2 et pf(x) = sina.

+C=sinz+-In——
2 1l+sinx

1‘ 1. 1—sinz
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Prenons A(z) = sinz + 1 In ;32; et u(x) = —cosz.
On obtient : z(z) = 3 In ﬁ:gi cos z solution particuliere.
Finalement
® A+ pt 1 VIFE -t
= n
’ VIt? 2148 Vi+2+t

Exercice 85 : [énoncé]

Soient z : R — R une fonction deux fois dérivable et ¢ : R — R un C?
difféomorphisme.

Posons y : R — R définie de sorte que y(u) = z(t) i.e. y(u) = x(p "1 (u)).
La fonction y est deux fois dérivable et pour tout t € R, z(t) = )-

On a alors #/(1) = ¢'(1)y/((1)) et 2”(t) = (' () ¥ (9(1)) + " (O ($(1)).
Par suite

Exercice 87 : [énoncé]
@ : t — exp(ta) o exp(th)xg est dérivable et vérifie ¢’ (t) = (a + b)p(t). En effet

(exp(ta) o exp(th))’ = a o exp(ta) o exp(th) + exp(ta) o b o exp(th)
or boexp(ta) = exp(ta) o b car a et b commutent donc
(exp(ta) o exp(th)) = (a + b) o exp(ta) o exp(tb)
De plus ¢(0) = z¢ donc ¢(t) = exp(t(a + b))xo. Puisque ceci vaut pour tout z :
exp(t(a + b)) = expl(ta) o exp(th)

et pour t = 1 la relation demandée.

(L+8%)a” (1) +ta' () +a”z(t) = (14+¢%)¢' 1)y (0(1)) +((1 + )" (1) + ' (1)) ' (2(t)) +a’y (o(t))

Pour ¢(t) = argsht, ¢'(t) = \/#

(142" (t) + ta'(t) + a®z(t) = 0 = 3" (o(t)) + a*y(e(t)) = 0

et (1+t2)¢"(t) + t¢'(t) = 0 de sorte que

Cela nous amene a résoudre I’équation
y" (u) + a’y(u) = 0

Si a # 0, la solution générale de y"(u) + a?y(u) = 0 est
y(u) = Acos(au) + psin(au) et la solution générale de (1+t2)z” +ta’ +a%z = 0 est

x(t) = A cos(aargsht) + psin(aargsht) avec A\, u € R
Si a =0, on parvient a

x(t) = XA+ pargsht avec A\, p € R

Exercice 86 : [énoncé]
P =(zx+1)X — 1 convient.

(B) & (x+1)2 — 2z = (32 + 2)e**

Apres résolution avec recollement la solution générale de cette derniére équation
est z(x) = Nz + 1) + 3.

(E) ey —3y =Mz +1)+e>
La solution générale est

y(x) = N3z +4) + pe®” + e

Exercice 88 : [énoncé]
Soit Y une solution du systéme différentiel Y’ = AY.
La norme de Y s’obtient en calculant ‘Y'Y
On a
CYYY = Y'Y +YY =Y (A + A)Y

Ainsi si A est antisymétrique, (YY)’ = 0 et donc Y est de norme constante.
Inversement, si chaque solution du systeme différentiel est de norme constante
alors pour tout Yy € R”,

Yo(tA+ A)Yy =0

Par suite 0 est la seule valeur propre de I’endomorphisme symétrique A + A et,
puisque celui-ci est diagonalisable, on obtient

tA+A=0

La matrice A est donc antisymétrique.

Exercice 89 : [énoncé]
L’équation étudiée est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficient
constant. Sa solution générale peut étre exprimée par une exponentielle

X(t) = exp(tA) X (0)

avec
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Or A? = —1I5, donc, en séparant les termes d’indices pairs de ceux d’indices
impairs de cette série absolument convergente

+
8

exp(tA) =

—_1)P +oo 1\p
((2;§' t2PIQn + Z (2(27_:'[_)1)'t2p+1A = COS(t)IQn -+ SiIl(t)A
: = !

=
Il
=]

Ainsi la solution générale de ’équation étudiée est

X (t) = cos(t) X (0) + sin(t)AX(0)

Exercice 90 : [énoncé]

a) La matrice complexe A est assurément trigonalisable et on peut donc écrire
A= PTP~! avec

A *
PeGL,(C)et T = . ol A\, € SpA
(0) An
On a alors
eM—1 *
P YA -L)P=c" -1, =
(0) et —1
avec

Vlgkgn,eAk—l#Ocar/\kif%wZ

On peut donc conclure e? — I,, € GL,,(C).
b) La solution générale de I’équation (E) est de la forme

X(t) = e Xo 4 X (t)

avec X solution particuliere et Xy € M,, 1(C) colonne quelconque.
Analyse :
Soit X une solution 1-périodique. On a X (1) = X(0) et donc apres résolution

Xo = (e = I,)"H(X(0) - X(1))

ce qui détermine entierement la solution X.

Synthese :

Considérons la fonction définie comme au terme de ’analyse ci-dessus. Elle est
solution de I’équation (E) et vérifie X (1) = X (0).

Considérons alors la fonction donnée par Y (t) = X(t + 1).

On vérifie que Y est encore solution de (E) (car la fonction B est périodique) et
puisque Y (0) = X (1) = X(0), les fonctions X et Y sont égales car solutions d’un
méme probleme de Cauchy.

Finalement, la fonction X est périodique.

Exercice 91 : [énoncé]
a) Supposons
A()In + )\IN + -+ >\p—1Np71 = On

En multipliant par N?~! on obtient \gN?~! = O,, car N? = O,,. Or NP~ £ O,
donc A\g = 0.

On montre de méme successivement que \; =0,..., A\p—; =0.

On conclut que la famille (I,,, N, N2,..., NP~1) est libre.

Puisque A, et N commutent, on a

t t2 tp*l
QHOIFN) — M gtN —oxe (p o P BN T et
TRAET (p—1)

b) Le polyndme caractéristique de A est scindé dans C [X] et posséde une unique
racine A, on a donc

xa(X) = (X =A)"
En vertu du théoréme de Cayley Hamilton
N"=(A-\,)"=0,

La matrice NV s’avere donc nilpotente.
Les solutions du systeme différentiel X’ = AX sont les fonctions

t X(t) = e X(0) = M. X(0)

Si N est nulle et A € iR, il est clair que toutes les solutions sont bornées.

Inversement, supposons les solutions toutes bornées. En choisissant
X (0) € ker N\ {O,,}, la solution

t— X (0) = eMX(0)

est bornée sur R et nécessairement A € iR.
Notons p l'indice de nilpotence de N et choisissons X (0) ¢ ker NP~1. La solution

t eV X(0)
devant étre bornée avec |e*| = 1, la fonction

tp—1

(r—1)

t X(0) +tNX(0) +---+ NPTEX(0)
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est elle aussi bornée. Or NP~1X(0) # 0 et donc cette solution ne peut pas étre
bornée si p — 1 > 0.
On en déduit p =1 puis N = O,,.
¢) Les polynomes (X — A\g)™ sont deux & deux premiers entre eux. Par le
théoreme de Cayley Hamilton et le lemme de décomposition des noyaux, on
obtient m

C" = k@l ker(f — )\kId(Cn)nk

Une base adaptée a cette décomposition fournit une représentation matricielle A
de f diagonale par blocs. Plus précisément, les blocs diagonaux sont de la forme

Meldy, + Nj avec N'* = Oy,
d) La matrice A est semblable & A et on peut donc écrire
A= PAP™! avec P inversible

Les solutions de ’équation X’ = AX correspondent aux solutions de ’équation
Y' =AY viaY = P71X,

Les solutions de X’ = AX seront bornées si, et seulement si, celles de Y/ = AY le
sont. En raisonnant par blocs et en exploitant le résultat du b), on peut affirmer
que les solutions de X’ = AX sont bornées sur R si, et seulement si, les \;, sont
imaginaires purs et les Ny tous nuls (ce qui revient a dire que A est
diagonalisable).

e) Supposons A antisymétrique réelle. Puisque A et *A commutent

t@em — ot AttA _ On _ I,
Soit X : ¢+ e*.X(0) une solution de I’équation X’ = AX. On a
IX(@)]7 = "X(6)X () = "X(0)' (e X (0) = || X(0)]|”

Les solutions sont toutes bornées et donc A est diagonalisable a valeurs propres
imaginaires pures.

Exercice 92 : [énoncé]

Soit (x,y) solution sur R.

On pose z = x + iy, on a 2/(t) = e~ "*2(t) donc z(t) = Ce'®
ceC

En écrivant C' = A + iB avec A, B € R on peut conclure

z(t) = ™ (A cos(cos(t)) — Bsin(cos(t))

it : s
— Cez cost+sint avec

et _
y(t) = ™D (B cos(cos(t)) + Asin(cos(t))

Vérification : il suffit de remonter les calculs.

Exercice 93 : [énoncé]
C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogene défini sur R d’équation
matricielle X’ = A(¢)X avec

2t t—1 1 (t)
A(t) = ( 201—t) 2t—1 ) et X(t) = <$2(t)>
Ko = X2 (¢ D)X 4

Sp(A(t)) = {1,}.
Sit#1,

Ey(A(t)) = Vect (1) et E.(A(t)) = Vect (;)

Pour P = L ) indépendant de ¢, A(t) = PD(t)P~" avec D(t) = ( (1) (t) )

1 2
et cette relation est aussi vraie pour ¢t = 1.
En posant Y = P71X,

X' =At)X &Y' =D(t)Y

En écrivant

on a ( ) .
— Y1 t) = e
Y =Dt)y {17 & .. avec A, u€R
Yo =ty ya(t) = pe' /?
Puisque

X =PY = ( 1 ) n
L2 Y2

on obtient

et et2/2
X' =AOX e Xt)=X| ,|+n avec A\, u € R

2et2/2

Exercice 94 : [énoncé]
C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogene défini sur R d’équation
matricielle X’/ = A(¢) X avec

t+3 2 z1(t)
Alt) = ( I ) ot X(t) = <m2(t)>.
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Xa@ = X2 = 2tX 4 (* = 1), Sp(A) = {t + 1,t — 1}. avec \, i € K.
Puisque

Ei11(A) = Vect <1l> et Ey_1(A) = Vect (12>.

1

-1
t+1 0

D(t):< 0 t—1)

En posant ¥ = PLX, X' = A(H)X & ¥’ = D(1)Y.
t
En écrivant Y (t) = (yl( )>’

Pour P = ( 32 ) indépendante de t, A(t) = PD(t)P~! avec

Ya(t)

=(t+ Dy { yp = et +20)/2
=

21y AVEC A eR.

/
Y =Dy & !
Ya2

1 1 Y1
X =PY = ,
( -1 -2 ) (m)

e(t2+2t)/2 e(t2—2t)/2
X’—A(t)X<:>X(t)—)\< )Jru( >avec>\,u€]R.

Y2 = Me(t

_o(t?+21)/2 _9a(t?=2t)/2

Exercice 95 : [énoncé]
C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 défini sur R d’équation matricielle
X' = A(t)X + B(t) avec

¢
1+t t —e€
A(t)—( _ 1—t> et B(t) = ( et>
Commencons par résoudre I’équation homogéne X' = A(¢)X.

XA@) = (X - 1)2~

Eq(A(t)) = Vect (_11>

Pour P = ( _11 (1) > indépendante de t, A(t) = PT(t)P~! avec

T(t)—(é i)

En posant Y = P71X,
X' =AW)X Y =Tt)Y

A
/ t 2.t
=y +t - 24
En écrivant Y = | 0 Y =TH)Y < y} nte = e + 9" ¢
Y2 Y2 = Y2 Yo = Aet

(4 1)(3)

X' = A(t)X & X(t) = A @2 N (e
(1—e22)et) "\ et

La famille (X7, X3) forme un systéme fondamental de solutions de ’équation
homogene.

Cherchons une solution particuliere.

X(t) = AMt)X1(¢) + u(t)Xa(t) avec A et p fonctions dérivables.

X' = A()X + B(t) & N(t (/2)¢ '(t N
=amx e pmexo( Cn Jero( S =(

A(t) =0 et u(t) = —t conviennent
t

on obtient

X(t) =

. est solution particuliere.
e

Solution générale :
X(t) = A (t?/2)et N e N —te!
B (1—t%/2)e i te'

Exercice 96 : [énoncé]
C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogene d’équation matricielle

X' = AX avec
(4 =2 (=@
A_(l 1 )etX(t)-(y(t)>

E5(A) = Vi ! E3(A) = Vi 2
2(A) = Vect L] 3(A) = Vect )

Ona A= PDP~! avec
2 0
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Pour Y = P71X,
X' =AX &Y' =DY

et
2t

Y =Dy ey= |
= &Y = 5 | avee A, p e K
e

Finalement

th 2€3t
X'zAX@X(t):A<2t>+/J< 3t> avec A\, u € K
e e

Exercice 97 : [énoncé]
C’est un systeme différentiel de taille 2 linéaire a coeflicients constant d’équation
matricielle X’ = AX + B(t) avec

Equation homogene : X' = AX.

x4 = (X —1)(X —2), Sp(4) = {1,2}, E1(A) = Vect (3) et Fy(A) = Vect (1)

On a

_ 1 (31 (10
A=PDP avecP-(2 1>etD—<O 2)

et donc
X' =AX & X' =PDP 'X & P 'X' =DP !X
Posons Y =P 'X.OnaY' =P X etdonc X' = AX &Y' = DY.
Y1
Y2

Posons Y =

3/1 =4
Yy = 2y0

3 1 n
X =PY = donc
( 2 1 ) <y2>

X/ AX X( ) Al t )\ t = >\ t + >\ t
2)\1€t + )\Qe t ! 2€t e ¢

5 avec A, A2 €K

Y' =DY &
yg(t) = )\26

3et th
X1(t) = <2€t> et Xo(t) = <e2t définissent un systéme fondamental de

solutions.
Solution particuliere :
X(t) = M) X () + A2(t) Xa(t) avec A1, A2 fonctions dérivables.
X' = AX + B(t) & N (t)X1(t) + Ny (6) X2 (t) = B(t)
donc
3N (t)e! + Ny (t)e? = e ) =1
X'=AX + B(t) & }()t ,2()% & ,1() .
22X (t)e" + A5 (t)e =0 A5(t) = —2e
A1(t) =t et \a(t) = 2™t conviennent
(3t +2)e’
(2t + 2)e’
Solution générale :

0 =x (%) 12 N (e M ds €R
= s =
! 2¢! 2 et (2t + 2)et avee A1, A2

z1(t) = 3\e 4+ A + (3t + 2)e!
zo(t) = 2 1€ 4+ Age?t + (2t + 2)e!

X(t) = ) est solution particuliere.

i.e.

avec A1, A2 €ER

Exercice 98 : [énoncé]
C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 d’équation matricielle
X' = AX + B(t) avec

A= < - >,B(t) _ (;5“) ot X () = (;Eg)

Sp(A) = {5, -3}, E5(A) = Vect (f) et E_35(A) = Vect (f).

A= PDP~! avec
—2 L1102 (5 0
1)’P _4<1 2)6“)_(0 3)

2
po(2

Pour Y = P71 X est solution de Y’ = DY + C(t) avec

t —3t
C(t) = P B(t) = % (e e )

—el 4 2e73¢
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Apres résolution, on obtient donc
AeSt — iet B ieffzt —e! 2¢e%t 0
Y' = DY +C(t) < Y(t) = 161 1? X' =AX e Xt)=A| et | +u| @ | +v| 1 | avec \, v €K
ue_‘% — 1—66t + ite_m 0 302t -1
puis
a1 g Exercice 100 : [énoncé]
, 2P —2e7 3 —te " — ge C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogene d’équation matricielle
X'=AX+B{t) = Xt)=A( ., |tu s | 1 1 X' = AX avec
e [§] _7et 4 7te—3t _ = a3t 9 1 9 l‘(t)
8 2 16
A=110 =5 7 | et X(t)= | y(¥)
On peut aussi procéder par variation des constantes apres résolution séparée de 4 —9 9

I’équation homogene.

Exercice 99 : [énoncé]

C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogene d’équation matricielle

X' = AX avec
z(t)

y(t)

0 1 1
A= 1 0 0 et X(t) =
1 1 1 z(t)

Sp(A) = {_1’ 2, 0},

-1 2
E_1(A)=Vect | 1 |, E(A)=Vect| 1], Eyo(A) = Vect
0 3
Ona A= PDP! avec
-1 2 0 -1 0 0
P = 1 1 1 et D= 0 2 0
0o 3 -1 0 0 O

En posant Y = P~'X, on obtient
X' =AX &Y' =DY
or

et

et

14

Y'=DY &Y(t) = avec A\, p, v € K

xa(X) =-X*(X +1).
Apreés triangularisation, on a A = PTP~! pour

-1 1 0 -1 0 0
P = 1 2 1 et T = 0 0 1
2 01 0 0 O
Pour Y = P !X, X'=AX &Y' =TY.
e
Y =TY &Y =| put+v| avec \,u,v €K
W

La solution générale du systéme est donc

—t

—e t 1
Xty =2 et | +pul2t0+1|+v] 2] avec \,p,v €K
2¢ " 1 0

Exercice 101 : [énoncé]
1 0 -1

1 1 1

-1 -1 1

La résolution complexe est alors facile puisque la matrice A est diagonalisable.
La résolution réelle est en revanche plus délicate a obtenir, détaillons-la :

X7 =1%1,0,—1) est vecteur propre de A, complétons-le avec deux vecteurs d'un
plan stable.

A= cxa=—(X —2)(X%2 - X +1).
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Les plans stables s’obtiennent en étudiant les éléments propres de ¢ A.

Sp(tA) = SpA = {2} et F3(*A) = Vect!(2,1,—1). Ainsi le plan d’équation

22 +y — z = 0 est stable par tA.

Prenons Xg = t(O, 1, 1) et X3 = AX2 = t(—l, 2, O) On vérifie AX3 = X3 — Xg.

1 0 -1 2 0 0
Ainsi pour P = 0o 1 2 ,ona P7'AP=| 0 0 -1 | =B.
-1 1 0 01 1

Pour X =t(z,y,2) et Y =(y1,92,y3) = P X,ona X' = AX &Y' = BY.
Ceci nous conduit & la résolution suivante :

t) = ae?t
Yy =2y Y =2 n(t) ¥ Y
Yo=-Ys S Y=Ys &\ va(t) = e¥'(Acos 5t + psin —-t)
Y3 = Y2 + Y3 Yy — Yo +y2 =0

ys(t) = —15(t)
Et on peut conclure via X = PY.

Exercice 102 : [énoncé]

a) (S) est un systéme différentiel linéaire homogene de taille 3, Pensemble de ses
solutions est un espace vectoriel de dimension 3.

b) Posons m(t) = z(t) + y(¢) + z(t). On constate m’(t) = 0 et donc le point M
évolue sur un plan d’équation x + y + z = a. Posons d(t) = x2(t) + y2(t) + 2%(t).
On constate d’'(t) = 0 et donc le point M évolue sur une sphére d’équation

22 4+ 9%+ 22 = R

¢) Le systéme s’écrit X’ = AX avec

On vérifie A3 = —3A et on en déduit A*" T = (=3)"A et A2 = (-3)A? puis

+o0 ny2n+1 +oo n42n-+2
_ (=3)"t (=3)"t
op(tA) =Lt ) 5 AT Y G T
n=0 n=1
Ainsi

1 1
exp(t.A) = I, + 7 sin(v/3t) A + 3 (1 - Cos(\/gt)) A2

et la solution générale du systeme est

X(t)=Xo+ % sin (\/gt) AXy+ % (1 — CoS (\/315)) A?X,

Exercice 103 : [énoncé]

Puisque la matrice A n’est pas inversible, son rang est strictement inférieur a n et
il existe donc un hyperplan H contenant I'image de A. Soit a1z1 + -+ + apx, =0
une équation de cet hyperplan. Puisque les vecteur X’ (¢) sont des valeurs prises
par A, celles-ci appartiennent & ’hyperplan précédent et donc

a1y (t) + -+ apzl,(t) =0

On en déduit
!

(alxl (t) + -+ anxn(t)) =0

et donc
a1y (t) + -+ apxn(t) = O
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