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Calculs algébriques Sommes

Exercice 6 [02062] [correction]

Equatlons et SyStemeS Parmi les formules suivantes, lesquelles sont vraies :

Exercice 1 [o02116] [correction]

Observer que a)ZaJrai:aJrZai Z%er *Zaz+zbz
3 3 . iil n i=1
x—\/20+14\/§+ \/20 14v/2 C)ZaaizaZai Zazb —Zazzb
i=1 i=1

est solution d'une équation de la forme 23 = ax + S avec a, 3 € R. Résoudre cette
n n @
SO 037 D 9) T 9) ST
i=1 i=1

derniére et déterminer x.
j=11i=1 i=1 j=1

Exercice 2 [02117] [correction]
Résoudre les systémes d’inconnue (z,y) € R? :

9 9 5 o 5 Exercice 7 [02063] [correction]
a) T +2y =1 b) vty =1 ) =Y Etablir I'une des trois formules suivantes :

22 +ay=0 2zy =1 vi=x a) Zk nn+1 b) Zkg n(n+1) (2n+1 ) Z": 2(n4+1)
Exercice 3 [02118] [correction]
Résoudre les systémes suivants d’inconnue (z,y, z) € R? : Exercice 8 [02064] [correction]

r+2y—z=1 z+2y—z=1 r+y+z=1 A partir des valeurs connues de Y. ket > k2, calculer :
k=1 k=1
a)d z—y+2=2 Db)qr—y+2z2=2 ) r—y+3z2=2 )ik(k—i—l)
zyz =0 3xr—y+z2=3 2 —y+2=3

b) n+2.(n—-1)+-+(n-1).2+n.l

Exercice 4 [02119] [correction]

Résoudre le systéme Exercice 9 [02065] [correction]

roaytz=2 Calculer
+(a+1)z=3 n
r+ay+3z2=4 Z(*

k=1
d’inconnue (z,y, z) € R3, a désignant un parametre réel.

. ) Exercice 10 [02066] [correction)]
Exercice 5 [02115] [correction] n

Résoudre les équations suivantes d’inconnue x € R : Montrer que la suite de terme général u,, = kZ
=1

est strictement croissante.
n+k

a)r=2xr—1 [1] b)3z=2—-2 [r] c)nz=0 [n] (avec n € N*)
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Exercice 11 [02067 ] [correction]
Montrer

Vn €N, Zk' (n+1)!

Exercice 12 [o02068 ] [correction)]
Calculer

3
ol

=
Il
—
—

Exercice 13 [02069 ] [correction]
a) Calculer

P
> kk!
k=1
b) Soit p € N. Montrer que pour tout n € [0, (p + 1)! — 1], il existe un (p + 1)
uplet (ng,na,...,n,) € NPT! tel que

P
Vk € [0,p],0 < nyg <ketn:ank!

¢) Justifier 'unicité d’une telle suite.

Sommes géométriques

Exercice 14 [ 02070 ] [correction]

n .
Calculer, pour tout # € R, la somme Y e?*?.

k=0

Exercice 15 [02071] [correction]

n
Calculer, pour tout ¢ € C, la somme Y ¢?*
k=0

Exercice 16 [o02072] [correction]
Pour ¢ € C\ {1} et n € N, on pose S,, = Zk’q

En calculant ¢S,, — S,,, déterminer la Valeur de S,,.

Exercice 17 [02053] [correction]
Soit n € N. Résoudre, lorsqu’elle a un sens, I’équation :

Sommes doubles

Exercice 18 [02073] [correction)]

n n n
A partir des valeurs connues de Y. k, Y k? et > k3, calculer :

k=1 k=1 k=1

a) Y (i+4)* b)Y ij ¢ > min(i,j)

1<i,j<n 1<i<j<n 1<i,5<n

Exercice 19 [02074] [correction)]

Soit n € N*. Calculer C,, = > (p+ ¢) en remarquant
1<p<gsn
> p+q=2C,+2 Z D
1<p,q<n
Produits

Exercice 20 [ 02075 ] [correction]
Parmi les formules suivantes, lesquelles sont vraies :

n

a) Haaizanaib) Haibi: HaiHbic) Hai—i—bi: Hal—kl_[bﬂ
=1 i=1 i=1 =1 i=1 i=1

i=1 i=1

Exercice 21 [02076] [correction)]

Calculer

ﬁ(1+i>

k=1

Exercice 22 [02077] [correction]
On désire calculer le produit P(z) = [] cos(2¥z) pour tout x € R.

a) Commencer par traiter le cas x =0  [n].

b) Pour z # 0

[7], simplifier sin(x)P(z) et exprimer P(z).

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 février 2015 Enoncés 3

Exercice 23 [02078] [correction] en formant un systeme dont A et B seraient solutions.
Soient a € R et
P= H (1+ a2k) Exercice 29 [02084] [correction]
k=0 Soit n € N. Calculer
) Calculer P quand a = 1. Z P
b) Calculer (1 — a)P quand a # 1 et en déduire la valeur de P. o \P
¢) Comment expliquer la formule obtenue ? s
En déduire

/3] v/l /- (=23
Exercice 24 [03498 ] [correction] A= Z < ) = Z <3k; N 1) et C = Z <3k N 2)
k=0

Pour n € N*, simplifier k=0

n
kli[l 2k —1 Exercice 30 [o02085] [correction)]
B [Formule de Chu-Vandermonde]
Soient n,p,q € N tels que n < p+ q.

Nombres factoriels En développant de deux maniéres (1 4+ x)? x (1 + )9, établir

Exercice 25 [02079] [correction] Z p 4 _ (Pt
Exprimer 2 x 4 x --- X (2n) puis 1 X 3 x - -+ x (2n + 1) a Paide de factoriels o \k) \n—k n
Exercice 26 [02080] [correction] Ezcercice 31 [o2088] [correction]
Montrer de deux maniéres que pour tout n € N* Développer (a + b+ c)".

n n

H (4k —2) H n+ k) Exercice 32 [ 02089 ] [correction]

k=1 k=1 a) Soit n € N. Calculer

Formule du binome Z < )

=0

b) Soient k,¢,n € N tels que £ < n. Comparer
Exercice 27 [o02082] [correction]

k<
Calculer pour tout n € N* : n—/V
n n n k—1¢
n n n

a) Sp = Z (k) b) S1 = Zk (k) c) Sy = Zkz (k) ¢) Soit (z,) une suite de réels. On pose
k=0 k
k
VEeN,yp =Y <€> ¢

Exercice 28 [02083] [correction] —o

*
Pour n € N*, calculer Montrer que

E(n/2) E((n—1)/2) i n
n n vneNz, = (=1)n* ( > Yk
A=¥ tB= Y =
<2k> ¢ <2k + 1) par k

k=0 k=0
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Coefflicients binomiaux

Exercice 33 [o02081 ] [correction]
Montrer que pour tout n € N et tout p € Z

()= ()

Zn:p (Z) =n2"!

p=0

En déduire

Exercice 34 [02086] [correction]
Calculer, pour tout n,p € N, la somme

EXGI‘Clce 35 02087 COI‘I"eCtl()Il

Calculer pour n,p € N*, la somme

Exercice 36 [02090] [correction]
Montrer que pour tout n € N*

HM:
R‘
t
—
N
Il
NE

Exercice 37 [02001 ] [correction]
Calculer

k=0

:z": <2n—|—1>

Exercice 38 [03682] [correction]
Soit n € N avec n > 2.
a) On suppose que n est premier. Montrer

Vk € {2,...,n—1},n divise (Z)

b) Inversement, on suppose que n est composé. Montrer
. . n
Jk € {2,...,n—1},n ne divise pas (k)

Exercice 39 [o03688] [correction)]

Soient n € N*.
V1< k<n, n :LM n
k k k-1

a) Justifier
b) En déduire que pour tout entier k vérifiant 1 < k < n/2

n n
<
et pour tout entier k vérifiant n/2 <k <n—1
n n
<
E+1 k
¢) Comment interpréter simplement les inégalités qui viennent d’étre obtenues ?

Exercice 40 [o03689] [correction)]

Montrer
v N* n N 2277,
€ ) =
" nl” it
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Corrections
Exercice 1 : [énoncé]

On remarque
23 = 62+ 40

4 est solution apparente de cette équation.

23 — 62 — 40 = (x — 4) (2% + 4z + 10)
Les solutions de 1’équation sont 4, —2 4 iy/6, —2 — i1/6. Le nombre z correspond &
la seule solution réelle donc x = 4.

Exercice 2 : [énoncé]

a) Si (z,y) est solution alors (2) = z(x +y) =0 donc z =0 ou y = —=x.

Si 2 = 0 alors (1) donne y = +1//2.

Si y = —x alors (1) donne x = +1//3.

Inversement : ok

Finalement : S = {(0,1/v/2), (0,-1/v/2), (1/V3,-1/v3),(-1/V/3,1/V/3)}.
b) Si (z,y) est solution alors (1) — (2) donne (z —y)? =0 d’out z = y puis (1)
donne z =y = :l:%.

Inversement : ok. Finalement S = {(1/v/2,1/v2), (-1/v2,-1/v2)}.

c) Si (x,y) est solution alors (1) et (2) donnent 2* =z d’ott z = 0 ou x = 1.
Siz=0alorsy=0.Six=1alors y = 1.

Inversement : ok. Finalement S = {(0,0), (1,1)}.

Exercice 3 : [énoncé]
a) Si (z,y, z) est solution alors (3) donne x =0,y =0 ou z = 0.
3

Siz=0alorsy=3,2=5.Siy=0alors x = 3, z:%. Si z =0 alors
x*gvy__%

Inversement ok. Finalement S = {(0,3,5),(3,0,3),(3,-3,0)}.

S{(

4
5400
) S ={(5, §§)}
Exercice 4 : [énoncé]
On a
r—ay+z=2 r—ay+z=2 rT—ay+z=2
r+(a+1)z2=3 & ay+az=1 < ay+az=1
r+ay+3z=41 ay+z=1 (I1-a)z=0

Si a =1 alors le systéme a pour solution les triplets

(3—22z,1—2,2) avec z€ R
Si a # 1 alors le systeme équivaut a
T—ay=2
ay =1
z=0
Sia=0,il n’y a pas de solutions.
Si a # 0,1 alors le systeme posséde pour solution I'unique le triplet

(3,1/a,0)
Exercice 5 : [énoncé]
a)r=2z—-1 [lle-—2z=-1 [llez=1 [1],S5=7Z.
b)3z=2-2 [rede=2 [rlea=1 [7],S={2/keZ}.
)nz=0 [rlez=0 [Z],S={/keZ}.

Exercice 6 : [énoncé]
b) ¢) )
Exercice 7 : [énoncé]

Par récurrence.

Exercice 8 : [énoncé]
a) En séparant la somme

ik(k—s—l):i i —(”+2)
k=1

k=1 k=1

b) On réécrit

ln+2.(n—-1)+ +(n—1).2+n.1:ik(n+lfk)

k=1
et on réorganise
Sktnt1-k)=m+1)Y k- K= %
k=1 k=1 k=1
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Exercice 9 : [énoncé] Puisque 0 < n< (p+2)!onal0<g<p+1.
D’une part R ) , . P
2 » Par hypothese de récurrence, on peut écrire 7 = Y ngk! et en prenant n,11 = ¢
. k=0
DD =) (—2-1)+20) =p pt1
k=1 =1 onan= >y ngkl
) k=0
et d’autre part _— Récurrence établie. ) )
P
Z (—)*k=p—(2p+1)=—(p+1) ¢) Supposons n = kgo nipk! = kgo n} k! avec les conditions requises.
k=1 Si n, < ny, alors
Ainsi
= (1)) = n/2 si n est pair u 1 < ol pilkk'_ Dol — 1 <l pl < u m
—~ Tl (=1)™(n+1)/2 sin est impair kz:onk '\n”p'+kzo kb= (np + 1)p! = <npp.\k§%nk ’

Exercice 10 : [énoncé]

n+1
_ 1 11 11 1 1
Un+1 — Un = k2—31 nritk };_:1 Ak = e T e ol — el s > O

Exercice 11 : [énoncé]
Par récurrence sur n € N, sachant

(n+ 1!+ (n+ 1) =2.(n+ 1) < (n+2)!

Exercice 12 : [énoncé]

. k . (k+1)—1 . 1 1 1 = 1 1
kz;l B+ > G+DT > (F - (k+1)!) =X - F+D)! 1- (n+D)!"

Exercice 13 : [énoncé]
a) En écrivant k= (k+1) —1

NE

kklzzp:(k+l)!—k!:(p—|—1)!—l
k=

1

>
Il
—

b) Par récurrence forte sur p > 0.

Pour p =0: ok

Supposons la propriété établie jusqu’au rang p > 0.

Soit n € [0, (p +2)! —1].

Réalisons la division euclidienne de n par (p+ 1)! : n = q(p + 1)! + r avec
0<r<(p+1L

Ceci est absurde donc nécessairement n,, > n;, puis par symétrie n, = n;,.
On simplifie alors le terme n,p! et on reprend le principe pour conclure a I'unicité.

Exercice 14 : [énoncé]

Sif#0 [27] alors Y. ¥ = % (somme géométrique de raison e # 1)
k=0

Sif=0 [2n]alors 3 e =3 1=n+1.
k=0 k=0

Exercice 15 : [énoncé]
: 2 v 2k 2n+2_ 4 , T . 2
Sig®#1alors ). ¢** =14 Y (somme géométrique de raison g*)
k=0

n
Sig?=1alors > ¢** =n+1.
k=0

Exercice 16 : [énoncé]

On a
n n n+1 n
R SUUAED DL TSR 9
k=0 k=0 k=1 k=0

En combinant les deux sommes

n

n+2 _ 1 n+1
q—
k=1

puis
nqn+2 _ (TL + 1)qn+1 +q

o = (g—1)2
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Exercice 17 : [énoncé]
L’équation a un sens pour x # /2

peut écrire
n
Z cos(kx)
cosk x

n ikx
€
= Re E -
P COos™ X

ce qui apparait comme une somme géométrique.

Siz#0 e’ £ et

cos T

[7] alors ¢ =
n etkx 1

Z coskx

cos" 1 p — ei(nt 1)y

cos™ x cos T — e

Il reste a en déterminer la partie réelle. Puisque

n 1 ..
Z eth® 1 cos"tla —cos(n+ 1)z —isin(n + 1)
coskx  cosmx

—tsinx

k=0

on obtient
sin(n + 1)z
sin x(cos z)™

Zn: cos(kr)
cosFx
k=0

Finalement, pour les z considérés

n

k
3 ZZZk;C —0esinn+l)z=0s2=0 [1/(n+1)]
k=0
Siz =0 |[n]alors x n’est pas solution car
n . k
Z cos(ka:) il
cosk x
k=0
Finalement

S:{(nkj:l)/keZet (n+1) )(k}

Exercice 18 : [énoncé]

[7]. En exploitant cos(kz) = Re(e?**), on

a) > (i+74)*=2 Y (i +2ij+j%) puis
1<i,j<n i=1j=1
I N B N
1<i,5<n =1 =1 j=1 J=1

n—1 n n—1 n
b) > ij= > Zij—Z(iZj>puiS
1<i<j<n i=1 j=it+1 i=1 \ =i+l
n—1
) n+i+1 nn—1)(n+1)3n+2)
2 =) ity )= 24
1<i<jgsn i=1

¢ Y min(i,j) = (z TS ) puis
1<6,j<n i=1 \j=1  j=it+1
i+ 1 1)(2n+1
Z min(s, j) = ZZ(Z;F ) +i(n—1i)= n(n + )6( nt1)
1<i,5<n i=1

Exercice 19 : [énoncé]
Apres réorganisation des termes

> p+g=2C0,+2) p

1<p.gsn p=1
Or .
2 Zp =n(n+1)
p=1

et S

ZZp+q:n2(n+1)

p=1qg=1
d’ou

- (n—1)n(n+1)
2
Exercice 20 : [énoncé]
b)
Exercice 21 : [énoncé]
s 1 T hk+1 23 n+41
1 — — — i = ]_
I1 ( N k:) 1] =—=13 n
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Exercice 22 : [énoncé]
a)Siz=0 [27]alors P(x)=1.Siz =7 [27] alors P(z) = —1.
b) En exploitant successivement la formule sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

sin(z)P(x) = sinx. cosz. cos2x . .. cos 2"x = sin 2"y

2n+1

donc ( o )

sin(2" " x

P = —— =
(z) 27+l gin(z)

Exercice 23 : [énoncé]

a) Si a =1 alors

P=]]2=2""
k=0
b) Si a # 1 alors

1-a)P=01-a)1+a)1+a?) - (1+a*")
Par application de la formule (a — b)(a + b) = a® — b* on obtient
(1-a)P=(1-a®)(1+a?) --(1+a")

et en répétant l'opération

2n+1

l-a)P=(1-a )

On conclut
1 _ 2n+1
P =
1—a

¢) La formule obtenue correspond a celle exprimant la somme

l+at+a®+a®+ - +a* !

En effet si 'on développe le produit définissant P, on obtient que P est la somme

des termes

n
Z Eq‘,Qi

@i=0 avec €9,...,&n € {071}

Or tout entier k compris entre 0 et 2”1 s’écrit de fagon unique sous la forme

k= Zeﬂi avec gg, ...,&, € {0,1}
i=0

et donc
P=1+4a+d"+ad’+---+a* '

Exercice 24 : [énoncé]
Pour n > 2, on a

ﬁ2k+3_ (2n+3)2n+1)2n—1) x ... x5
L 2%k—1 (2n-1)(2n—3) x...x5x3x1

puis apres simplification

“2k+3  (2n+3)2n+1
H ( )( )

Pt 2k -1 3

et pourn =1

ﬁ2k+3_
2k —1
k=1

ce qui rend la formule précédente encore valable.

Exercice 25 : [énoncé]
En extrayant un 2 dans chaque facteur

246 x---x(2n) =2"1.23 x --- x n=2"n!
En introduisant les facteurs pairs intermédiaires

123456 x -+ x (2n) x 2n+1)  (2n+1)!
2.4.6 x --- x (2n) — 2np)

135%x - x(2n+1)=

Exercice 26 : [énoncé]

(1) Par récurrence sur n € N* :

Pour n =1 : ok

Supposons la propriété établie au rang n > 1.

n+1 n n
[T 4k —2)=]] (4k - 2) x (4n +2) H:RH (n+ k) x (4n +2)
k=1 k=1 k=1
et
s, - (2n +1)(2n + 2)
[[r+1+k)=m+2)(n+3)...2n+2) =[] (n+k) x
k=1 k=1 n+1
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donc
n+1 n
[[r+1+48) =]] (n+k) x (4n+2)
k=1 k=1

Récurrence établie.
(2) Directe :

ﬁ Ak — 2) —2"ﬁ(2k—1):2"(1><3><...><(2n—1))= (273)!
k=1 k=1

et
(2n)!
n!

ﬁn—Fk’ m+1)(n+2)...(2n) =
k=1

Exercice 27 : [énoncé]
a) Par la formule du binéme

So=(1+1)"=2"

(1 +2)")) = (nz(l+2)" ") =n(l+2)" " +nn -zl +2)"">

2”: k> (n) 2P =nl 4 2)" 4 nn - )zl 4 )" 2

donc
Sy =n2"" 4 n(n—1)2""2 =n(n+1)2"2

Exercice 28 : [énoncé]

On a
A+ B= Z() (1+1)" =2
et .
A—B:Z(—l)p<n>:(1—1)":0":0
p=0 P
donc

A:B:2n—1

Exercice 29 : [énoncé]
Par la formule du bindéme

Z( ) P = (145" 2"ci%cos”g
p=0

On a aussi
A+B+C=(1+1)=2"

et par ce qui précede
A+ jB+ j2C = 2"e"5 cos™ g

puis aussi par conjugaison

A+ 2B+ jC =2"e 5 cos™ g

On en déduit

2" 2” 2
A:§(1+2cos%cos"g),B <1+2COS(n3)7TCOSn7T>

et

2n 2
C = 3 (1+2cos<+)ﬂcos” W)

Exercice 30 : [énoncé]
p+q
n

Le coefficient de z" dans (1 + z)? x (1 +z)9 = (1 + z)PT9 est

Lorsqu’on développe le produit (1 + x)? x (14 z)9, on obtient un 2™ en croisant
un z¥ de (14 2)? par un 2"~ % de (1 + )7 (pour 0 < k < n). Le coefficient de z*
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dans (14 z)? est

coefficient de 2™ dans (1 + x)P x

d’ot Iégalité.

Exercice 31 : [énoncé]
n k n
(@a+b+o)" =3 3. ( > <
k=0i=0 \ k

Exercice 32 : [énoncé]
a) Par la formule du binéme

n

et le coefficient 2" ~* dans (1 + 2)9 est ( 1 k) donc le
n—

(14 )7 est

< (%)

= - k—0a-

avec

Par suite

n k n!
k> (z) T Kn—k

Exercice 33 : [énoncé]

On a
n\ n! - (n—1)! . n—1
p<p>_pp!(n—p)!_ (p—Dl(n—p)! <p1>

zn:p (Z) = ni: (n:11> =n(l+1)""t=n2"?
p=0

p=1

et donc

Exercice 34 : [énoncé]

- +k +1 +2 +n
S (7)) () ) )
k=0 "
En regroupant les deux premiers termes par la formule du triangle de Pascal

E00)-() (7))
7)) )02

Exercice 35 : [énoncé]
On commence par exprimer le produit comme un rapport de nombres factoriels

= [ 1 < (i +p)!
ZHZ"H :Z(J;!p)

i=0 \j=1 i=0

puis

puis on introduit un coefficient du binéme

S t+p
> () -w3 ("))
i=0 \j=1 i=0 v

La somme introduite peut étre calculée grace a la formule de Pascal

Ly +n+1 n+1)!
5 (fee) 70

n
i=0 \j=1
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Exercice 36 : [énoncé]
Par récurrence sur n > 1 sachant :

n+1 n+1 n+1
(_1)k+1 n+1 _ (_1)k+1 n (_1)k+1 n
2 k ( k >_Z k <k>+z k (k—l)

k=1 k=1 k=1
Or
7i1 (—1)k+1 n B ntl (—D)F+ (41 1 (1—1)n+1 1
~  k k—1) &~ n+1 k) n+1 n+l  n+l
donc
Sk (n+1)
Z k k B Z k
k=1 k=1
Exercice 37 : [énoncé]
Exploitons
2n+1 2n 2n
= +
k k—1 k
On obtient

n 2n
Sn:kzzo(_l)k <k—1

Par décalage d’indice

Apres simplification,

Exercice 38 : [énoncé]
a) On suppose n premier. On sait

donc

n n—1

k =n
k k—1
. . . . n .

ce qui permet d’affirmer que n divise 'entier k k] Or n est premier et donc
premier avec k puisque k < n. Par le théoréme de Gauss, on peut alors affirmer
que n divise
b) Supposons maintenant n composé. On peut introduire p un facteur premier de
n avec p < n. Nous allons alors montrer que n ne divise par ce qui permet

de conclure.

n
Par I'absurde, supposons que m = % (p) soit un entier. On peut écrire

(n—=1)!'=m.pl(n—p)!
Puisque p divise n, on peut aussi écrire n = pq avec ¢ entier et donc
(pg — 1) = mp! (p(q — 1))!

Dans les produits définissant (pg — 1)! et (p(q¢ — 1))!, on retrouve les mémes
multiples de p, & savoir p,2p,... (¢ — 1)p. On peut donc écrire

(pq —D!'=kaet (p(q — 1))! — kb

avec k regroupant le produit des multiples de p précédents et a et b non divisibles

par p.
La relation initiale se simplifie alors pour donner

a = mpldb

ce qui entraine que a est divisible par p. C’est absurde!

Exercice 39 : [énoncé]
a) On peut écrire

n! (n—k+1) n!

Hin—k!  k  (k—Dn—Fk+1)

ce qui donne directement la relation soumise.
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b) Si 1<k <n/2alors 2k <n+1et doncn—k+1>k puis

(£ ()= )

La deuxieme inégalité s’en déduit par la relation de symétrie

(5)-(.")

¢) Pour n fixé, la suite finie des coefficients binomiaux croit puis décroit en étant
extrémale en son milieu.

Exercice 40 : [énoncé]

On a

i (?) = (141)2 =22

k=0

Or, pour n fixé, la suite finie des coeflficients binomiaux est maximale en son

milieu donc
2n 2n
vogk@n,( ><< )
k n

2n
22" < (2n 4 1) < >
n

et donc

puis l'inégalité proposée.
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