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Ca]_CU]_ asymptotique Exercice 6 [01472] [correction]

Déterminer un équivalent simple de la suite dont le terme général est :

1 1) -1
plntD-lin o n g1 ym

Comparaison de suites numériques a)2vn—vVn+tl—+vn—1 b) BV e
n — n

Exercice 1 [02280] [correction]

Classer les suites, dont les termes généraux sont les suivants, par ordre de Exercice 7 [02287] [correction]
négligeabilité : Soit (uy,) une suite décroissante de réels telle que
1 1 Inn Inn 1 n? ~ =
a) —, —, —, — b) n,n? nlnn,Vnlnn, — Un + Un n
n'n? n’ n?’ nlon Inn

a) Montrer que (u,) converge vers 07.
b) Donner un équivalent simple de (uy,).
Exercice 2 [02281] [correction]

Trouver un équivalent simple aux suites (u,) suivantes et donner leur limite : . .
Exercice 8 [02286] [correction]

1) In(n? + 1) ViZtntl Soient (un), (vn), (Wy), (t,) des suites de réels strictement positifs telles que
a) u, = (n+3Inn)e b) U, = —————=  ¢C) Up = S =——
n+1 nZ—n+1 Uy, ~ Uy, €0 Wy, ~ Ty

Montrer que

i i Uy + Wy ~ Uy + 1
Exercice 3 [00236] [correction] n T Wn ~ Un +ln

Trouver un équivalent simple aux suites (u,) suivantes et donner leur limite :
Exercice 9 [02284] [correction]

a) u nd—vn2+1 b) :2n3—1nn+1 ) _nlte” Pour n € N, on pose
" Inn — 2n2 " n2 +1 "on g 3n n
Uy =00+ 11+ 20 4 0l =) &
k=0
Exercice 4 [02282] [correction] Mot |
Trouver un équivalent simple aux suites (u,,) suivantes : ONLIEL que U ~ 10
1 1 Exercice 10 [o02285] [correction)]

b)uy =vn+1—vVn—1 c¢)u,=+In(n+1)—In(n)  On pose

aL)un:n—l n+1

1
S =3 —
2 Vi

n

Exercice 5 [00235] [correction] a) Justifier que

Trouver un équivalent simple aux suites (u,) suivantes : 1 1
—<2(vVn+1—+vn) < —
1 1 1 vn+1 ( f) Vn
a) u, = sin b) u, = In ( sin — c) u, =1 —cos— 4 i imi )
) NoES ) ( n> ) " b) Déterminer la limite de (S,)

¢) On pose u, = S, — 2y/n. Montrer que (u,,) converge.
d) Donner un équivalent simple de (S,,).
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Exercice 11 [oo0301 ] [correction]
On étudie ici la suite (S,,) de terme général

[~]=
| =

Sp =

ES
I

1
a) Etablir que pour tout ¢ > —1, In(1 +¢) < ¢ et en déduire

¢
In(l+4) > ——
n(+1) =

b) Observer que
Inn+1)< S, <lnn+1

et en déduire un équivalent simple de S,,.
¢) Montrer que la suite u, = S,, — Inn est convergente. Sa limite est appelée
constante d’Euler et est usuellement notée ~.

Exercice 12 [02459 ] [correction]
Montrer que, au voisinage de +o0,

/"3 dt 1
u fr —_— A ——
" n2 1+ ¢2 n2

Calcul de limites de suites numériques

Exercice 13 [02283] [correction]
Déterminer la limite des suites (u,,) suivantes :

1 1\" pVntl
a) Up =N ln<1+> b)un—<1+sin> C) Up = ——————

n?+1 n (n+1)vn

Exercice 14 [01473] [correction]
Déterminer les limites suivantes :

2

1 1\"
a) lim nsin— b) lim (nsin ) ¢) lim n? ((n—i—l)l/”—nl/”)

n—oo n n—oo n n—oo

Exercice 15 [02782] [correction]
Soient des réels positifs a et b. Trouver la limite de

al/m 4 pl/n n
2
Exercice 16 [01474] [correction)]
Soient a et b deux réels strictement positifs. Déterminer

lim <W + %> ’

n—-+oo 2

Exercice 17 [o01475] [correction]

Déterminer n
lim (3¢2-2¢3)

n—+00
Calcul de développements asymptotiques de suites

Exercice 18 [01459] [correction]

Réaliser un développement asymptotique de la suite considérée a la précision
demandée :

a) u, = In(n + 1) & la précision 1/n?

b) u, = v/n+1—+/n—1 a la précision 1/n?

¢) up = \/n+/n—+/nala précision 1/n

d) u, = (14 1)" & la précision 1/n?.

Exercice 19 [00323] [correction]
Développement asymptotique a trois termes de :

n

.k
unzg sin —
n2

k=1

Exercice 20 [01476] [correction)]
Former le développement asymptotique, en 400, & la précision 1/n? de

1 n
Upy = — k!
n!kZ:;
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Exercice 21 [o02788] [correction]

n
Donner un développement asymptotique de (71, > k!) a la précision o(n=3).
k=0

neN

Etude asymptotique de suites de solutions d’une
équation

Exercice 22 [02289] [correction]

Soit n un entier naturel et F,, I’équation = 4+ Inz = n d’inconnue z € RT*.
a) Montrer que I’équation E,, posséde une solution unique notée x,,.

b) Mountrer que la suite (x,,) diverge vers +oo.

¢) Donner un équivalent simple de la suite (z,,).

Exercice 23 [01477] [correction]
Soit f :]0,+oo[ — R la fonction définie par

flz)=lhz+z

a) Montrer que pour tout entier n € N, il existe un unique z,, tel que f(z,) = n.
b) Former le développement asymptotique de la suite (x,,) & la précision (Inn)/n.

Exercice 24 [o0310] [correction)]
Pour n € N, on considere ’équation

z+Vr=n

d’inconnue x € R.

a) Montrer que cette équation posséde une unique solution .

b) Déterminer la limite de x,, puis un équivalent simple de (z,).
¢) Donner un développement asymptotique & trois termes de (z,,).

Exercice 25 [o0311] [correction]
a) Pour tout n € N, justifier que 1’équation

rz+e*=n

posséde une unique solution z,, € R.
b) Déterminer la limite de (z,,) puis un équivalent de ,,.
¢) Former un développement asymptotique a trois termes de x,, quand n — +o0.

Exercice 26 [01478] [correction)]

Montrer que 1’équation tan x = /x posséde une unique solution x,, dans chaque
intervalle I, = |—7/2,7/2[ 4+ nw (avec n € N*).

Réaliser un développement asymptotique a trois termes de x,,.

Exercice 27 [02599 ] [correction]
Soient n € N* et 1’équation

(Ep):2"+2x—-1=0

a) Montrer qu’il existe une unique solution positive de (E,,) notée x,, et que

lim =z, =1.
n——+o0o

b) On pose y, = 1 — z,. Montrer que, pour n assez grand,

(on posera fy(y) =nln(l —y) — In(y)).
¢) Montrer que In(y,) ~ — Inn puis que

Inn <1nn>
Tp=1——+o0| —
n n

Exercice 28 [00316] [correction)]

Montrer que ’équation 2™ + 22 — 1 = 0 admet une unique racine réelle strictement
positive pour n > 1. On la note x,,. Déterminer la limite ¢ de la suite (z,) puis un
équivalent de x,, — £.

Exercice 29 [00317] [correction]

Pour tout entier n > 2, on considére 'équation (E,,) : ™ = x 4+ 1 dont I'inconnue
est £ > 0.

a) Montrer existence et 'unicité de x,, solution de (E,,).

b) Montrer que (z,,) tend vers 1.

¢) Montrer que (z,,) admet un développement limité & tout ordre. Donner les trois
premiers termes de ce développement limité.

Exercice 30 [o00318] [correction)]
Pour n > 2, on consideére le polynéme

P,=X"—-nX+1
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a) Montrer que P, admet exactement une racine réelle entre 0 et 1, notée z,,.
b) Déterminer la limite de z,, lorsque n — +oc.

¢) Donner un équivalent de () puis le deuxiéme terme du développement
asymptotique x,,.

Exercice 31 [o0312] [correction]

a) Soit n € N. Montrer que 1’équation z™ + Inx = 0 posséde une unique solution
T, > 0.

b) Déterminer la limite de z,,.

¢) On pose u,, = 1 — x,,. Justifier que nu,, ~ —Inu, puis déterminer un équivalent
de u,.

Exercice 32 [o03154] [correction]
Pour n € N* on introduit le polynoéme

Po(X) = X(X —1)...(X —n)

a) Montrer que le polynéme P, posséde une unique racine dans l'intervalle ]0, 1[;

celle-ci sera noté x,,.

b) Etudier la monotonie de la suite (z,,)n>1-

¢) Former la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle
ot

P,

d) En déduire un équivalent de la suite (zp)n>1.

Exercice 33 [02471] [correction]

Soit f(x) = (cosx)l/m et (C) le graphe de f.

a) Montrer lexistence d’une suite (z,,) vérifiant :

i) (x,,) est croissante positive.

ii) la tangente a (C) en (zy, f(x,)) passe par O.

b) Déterminer un développement asymptotique & 2 termes de (z,,).

Etude asymptotique de suites récurrentes

Exercice 34 [o02302] [correction]
On consideére la suite (u,) définie pour n > 1 par

un:\/n—l—\/(n—l)—I—-n—l— 2441

a) Montrer que (u,) diverge vers +oo.

b) Exprimer u,; en fonction de u,,.

c¢) Montrer que u,, < n puis que u, = o(n).
d) Donner un équivalent simple de (uy,).

e) Déterminer lim wu, — /n.
n—-+oo

Comparaison de fonctions numériques

Exercice 35 [o01821] [correction)]
Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand z — 400

c) \/x2+1—\/x2—1

3+ 2

73x2+3 b) \/x2+1+\/x2—1

)

Exercice 36 [ 00306 ] [correction]
Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand r — 400

In(z + 1)
Inx

a) —1 b) VIn(z+1) — /In(z — 1)

¢)zln(z+1)—(x+1)Inz

Exercice 37 [01823] [correction]
Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand z — 0

a) \/1+127\/17x2

b) tanz —sinaz c¢)e® +ax—1

Exercice 38 [00313] [correction]
Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand z — 0
¢) (In(1 + ;E))2 — (In(1 - 33))2

a) In(1+sinz) b) In(ln(1l + z))

Exercice 39 [00305] [correction]
Déterminer un équivalent de In(cosz) quand = — (7/2)~

Exercice 40 [o1461] [correction)]
Déterminer un équivalent simple des fonctions proposées au voisinage de 0 :

a) £(2+cosx) —3sinz b)) ¥ — (sinz)® c¢) arctan(2z) — 2arctan(x)
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Exercice 41 [o1824] [correction] s 1
Soit f : R — R une fonction décroissante telle que . 2% + 3% /(2=2) . In(1+z)\" ™" ) % —a®
a) lim | ———— b) lim [———= c) lim
z—2 \ 2T+1 4 5x/2 z—+o0 Inx r—a arctan r — arctana

1
1) ~ =
F@)+ ) o
a) Etudier la limite de f en +o0.
b) Donner un équivalent de f en +oo.

Calcul de limites de fonctions numériques

Exercice 42 [01822] [correction]
Déterminer les limites suivantes :

. xe~T + 22 . zlnz —x . re? — 2
a) lim ——— b) lim ———— ¢) lim ——
rz—+o0 r —Inx z—+o00 T + COST z—+o00 €% 4 e7%

Exercice 43 [oo0704 ] [correction)]
Déterminer les limites suivantes :

xr +sinz . Inz + 22 . Inz
im — im ———— ¢ lim —
e—=0+ zlnz e—0+ In(z + 22) e—1 22 — 1

a)

Exercice 44 [ 00705 ] [correction]
Déterminer les limites suivantes :

Iz s In(z + Va2 + 1
a) lim 31; b) lim (li) ¢ lim w
r—+o0 NI Tr—r+00 nr xr—r+00 nxr

Exercice 45 [o01462] [correction]
Déterminer les limites suivantes :

Exercice 46 [o01463] [correction]
Déterminer les limites suivantes :

Exercice 47 [03381] [correction]
Déterminer
lim In(z)In(1 — z)

r—1—
Calcul de développements limités

Exercice 48 [ 01447 [correction]

Déterminer les développements limités suivants :
a) DL3(m/4) de sinx

b) DL4(1) de 2

¢) DL5(0) de shach(2z) — chz.

Exercice 49 [00226 ] [correction]
Déterminer les développements limités suivants :

a) DL3(0) de In (12+1)

b) DL3(0) de In(1 T;in x)
¢) DL3(1) de cos(In(x))

Exercice 50 [00745] [correction)]

Déterminer les développements limités suivants :
a) DL3(0) de In(1 + e*)

b) DL3(0) de In(2 + sinx)

¢) DL3(0) de /3 + cosz

Exercice 51 [00292] [correction)]

Déterminer les développements limités suivants :
a) DL3(0) de eVt

b) DL3(0) de In(1 + /1 + )

¢) DL3(0) de In(3e* +e™%)
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Exercice 52 [o01448] [correction]

Déterminer les développements limités suivants :
a) DLy (0) de (14 z)Y/*

b) DLy(0) de In (%22)

¢) DL4(0) de In (=h2)

Exercice 53 [o01451 ] [correction]

Déterminer les développements limités suivants :
a) DL3(0) de 20+

b) DL5(0) de 7‘11‘”332:”

¢) DLy(1) de 2=

Inz

Exercice 54 [oo0751 ] [correction]
Déterminer les développements limités suivants :
a) DL3( )de z—sinx

l—cosx
b) DL(0) de i
¢) DL3(0) de zchz=she

Exercice 55 [00231] [correction]
Déterminer les développements limités suivants :

a) DL3(0) de In (m +1)
b) DL3(0) de /3 + cosz
c) DL-(0) de (1 + )/
d) Lg(O) In( 1+x)

e?—1

Exercice 56 [01449] [correction]
Former le DL3(1) de arctan x

Exercice 57 [00232] [correction]

Former le développement limité & 'ordre 3 quand = — 0 de arctan(e®).

Quelle a l'allure de cette fonction autour de ce point ?

Exercice 58 [01452] [correction)]
Déterminer les développements limités suivants :

2

a) DL1o(0) de [} s
999

b) DL1g0(0) de In (Z 7,;’,“)

k=0

Exercice 59 [01453] [correction]

Exprimer le développement limité a 'ordre n en 0 de a I’aide de nombres

1
Vi—z
factoriels.

Exercice 60 [01454] [correction]
Pour o = —1/2 et k € N, exprimer
ala=1)...(a—k+1)
k!

a l'aide de nombres factoriels.
En déduire une expression du DLg,1(0) de \/1%7 puis du DLs,12(0) de

arcsin(z).

Exercice 61 [00233] [correction]
Exprimer le développement limité général en 0 de arcsin x.

Exercice 62 [01455] [correction)]
Pour n € N, déterminer le développement limité a 'ordre 2n + 2 de = — %ln }“:—;
On pourra commencer par calculer la dérivée de cette fonction.

Exercice 63 [01456] [correction)]
Montrer que l'application f : R — R définie par f(z) = 2e®” admet une
application réciproque définie sur R et former le DL5(0) de f~1.

Exercice 64 [03025] [correction]
En calculant de deux fagons le développement limité a 'ordre n de (e® —1)",
établir que pour tout 0 <4< n

z”: n )" K [0 sif<n
—~ T 11 sil=n
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Exercice 65 [02519] [correction]
Soient n € N, n > 2 et f 'application de R dans R définie par

f(x) = 2™ sin (;) siz#0et f(0)=0

a) Montrer que f est dérivable sur R.
b) f admet-elle un développement limité en 07 si oui & quel ordre maximal ?

Applications a I’étude locale de fonctions

Exercice 66 [o01464 ] [correction]
Soit f :]—1,0[U]0, +00[ — R définie par

In(l+z)—=
)

flz) =

Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et que ce prolongement est
alors dérivable en 0.

Quelle est alors la position relative de la courbe de f par rapport a sa tangente en
ce point ?

Exercice 67 [o01465 ] [correction]
Soient a un réel non nul et f la fonction définie au voisinage de 0 par

In(1 + ax)

fla) = =

Déterminer les éventuelles valeurs de a pour lesquelles f présente un point

d’inflexion en 0.

Exercice 68 [o01466 ] [correction]
Montrer que la fonction

1T
frz et —1

peut étre prolongée en une fonction de classe C! sur R.

Exercice 69 [01470] [correction]
Soit f : R — R définie par

foy={ g A

0 sinon

Montrer que f est de classe C* et que pour tout n € N, f()(0) = 0.
C’est ici un exemple de fonction non nulle dont tous les DL, (0) sont nuls.

Exercice 70 [o01471] [correction)]
Soit f:1]0,1[U]1, +00o[ — R lapplication définie par

5132 d
ﬂmzf o

a) Montrer que f est convexe sur |0,1[ et |1, 400
b) Montrer que, pour tout > 1 on a :

22 2 z2 92
xdt dt x=dt
- < — <
s tint » Int . tlnt
En déduire que lim f(z) =In2. De méme, établir : lim
r—1+ rx—1—

¢) On prolonge f par continuité en 1, en posant f(1) =1n2.
Montrer que f ainsi prolongée est de classe C? sur |0, +oo].
Etablir la convexité de f sur ]0, 4+ool.

() =In2.

Calcul de développements asymptotiques de fonc-
tions

Exercice 71 [01457] [correction)]
Former le développement asymptotique en 0 de I'expression considérée a la
précision demandée :

In(1+x)

\ ORI 5/2
a) —z A la précision 2%/

b) 2% & la précision (xInx)?

Exercice 72 [01458] [correction)]

Former le développement asymptotique en 400 de I'expression considérée a la
précision demandée :

a) vz + 1 & la précision 1/z%/2.

b) zln(z + 1) — (z + 1) Inx & la précision 1/22.

c) (‘T'H)w a la précision 1/x2.
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Exercice 73 [03431] [correction]
Former le développement asymptotique quand z — +o0o de arctan x a la précision

1/23.
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Exercice 1 : [énoncé]

a)

b)

n
vVnlnn < n<nlhhn < nn < n?
nn

Exercice 2 : [énoncé]
a) u, = ”e(;" -0

b) uy ~ 21% =0

¢) Uy ~n’3 = 4o0.

Exercice 3 : [énoncé]
a) Up ~ —3n — —00
b) u, ~ 2n — 400

C) Up ~ 3" — 400

Exercice 4 : [énoncé]

a)

b)
2 2 1 1

un: = = ~ —

Vit ItV 1 Vato/m Vit oln)  yatoly/n) VA

e

car In (1 + %) ~ = pu1sque 5

Exercice 5 : [énoncé]

S| 1 1
a) Up = SiN =g ~ —mem ~ o car =
b) sin+ ~ 1 —0+#1doncu, ~Int=—Inn.

2 1 1
¢) U, = 2s8in ~ g

— 0.

Exercice 6 : [énoncé]
a)
2vn—+vn+1—+vn-—1

4n\f

In(n+1) —Inn
Vntl—yn o (14 1/n—1)

In(n+41) Inn

¢c) ""Wn+1l—{n=enF1 —enr or
elnslvril) —14 1n(n+1) +% (1n(n+1))2+é <ln(n+1)>3+0 <(1nn)3)

In(1+1/n) N 1/n 2

1/2n372 — \/n

n+1 (n+1) (n+1) n3
et
Inn Inn 1 /lnn\> 1 /lnn\® (Inn)3
e =1t — s (— ) 42 (=) +o—35
n 2\ n 6\ n n
donc
- e () b
n n

Exercice 7 : [énoncé]
a) (uy) est décroissante donc admet une limite £ € R U {—oco}.
Puisque uy + Upiq ~ % — 0T, onaf+£¢=0doncf=0.
De plus, a partir d'un certain rang : 2u, = u, + upy1 >0
b) Par monotonie
Un+1 + Up g 2un g Up—1 + Up

1 1 1 1o
avec Up41 + Up ~ 5 €t Up_1 + Up ~ =5 ~ - donc 2u, ~ ;- puis

N2n
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Exercice 8 : [énoncé]
Supposons u, ~ v, et w, ~ t,. On a

Un + Wy 1 = (U, — V) + (Wy, — tn)
U + 1ty U, + 1t
donc
un"'wn_l<|un_vn‘+|wn_tn|:u7n_1 Wn,
Uy + Tp Un tn Un ty

Exercice 9 : [énoncé]

On a )
Up =n!+ (n—1)+ Z k!
k=0
Or N .
(n—1) =— =0
n! n
et
n—2
Z k' n—2 k| n—2 n—2
k=0
0= == < <y =
k=0 k=0 k=0
donc
n—2
Up :n!Jr(nfl)!Jer! =nl+o(n!) ~n!
k=0

Exercice 10 : [énoncé]

a)
2

2Vt =V = ST

donc
1 1
\/m§2(vﬂ+ —\/ﬁ)gﬁ
b)

M:

2(VE+1-VE) =2vn+1-2

>
Il

1

puis S, = +o0.

C) Upt1 — Up = ﬁ —2(vn+1—/n) <0 donc (u,) est décroissante.
Oru,=5,—2y/n>2yn+1—-2-2/n> -2 donc (u,) est aussi minorée. Par
suite (u,) converge.

d)

Exercice 11 : [énoncé]
a) On étudie la fonction ¢ — ¢ — In(1
déduit

+ t) pour établir la premiere inégalité. On en

(1 — — )<
1+t 1+t

1 t
n(— | < ——o
1+t 1+t

donc

puis I'inégalité voulue.
b)

et

On en déduit

c)

1/n 1
n — Unp = -1 1 — | <
Un+1 Uu 1—|—1/7’L H( +Tl> 0

donc (uy,) est décroissante. De plus u,, > In(n+ 1) —Inn > 0 donc (uy,) est
minorée et par suite convergente.

Exercice 12 : [énoncd]
On peut calculer l'intégrale

u, = arctan n3 — arctan n?

Or pour z > 0,

1 T
arctan r + arctan — = —
T 2
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donc puis
1 1 1 1 1 1/n bl/n n 1 1
un = arctan oz —arctan o5 = 75 +o0 (m) e ( - ) — exp (mn (1 + Lingas) 1o ()))
2 2n n
donne

Exercice 13 : [énoncé]

a)ln(l—&-ﬁ)wn%ﬂwﬁcar 2+1—>O Par suite u, ~ 1 — 1.

b) u, = 6"1“(1'*'51“%)7 In (1 + sin ;) ~ s11r1l ~ = donc nln (1 + sin = ) — 1 puis

Uy — €.
C) Up = e\/n+1lnn7\/ﬁln(n+1)’

Vvn+1lnn—/nn(n+1) = (Vn+ ff)lnnffln(1+ 1.
Or (\/n+ f\/ﬁ) lnn = \/ﬂ:‘_\f 2f+o(f) ;\17} et
\/ﬁln(l—i—%)wﬁ:a(ér\‘}) donc
\/n—i—llnn—\/ﬁln(n—i—l):;\l}—&—o(\F>—>0doncun—>l.

Exercice 14 : [énoncé]

a) nsin 2 ~ 2 =1donc lim nsinl =
5 n—oo 5
2 .
b) (nsinl)" =e” n(nsin ) _ o=g+o(1) donc nlim (nsin 2)" = %

o2 2 JRETCEAVES
n

¢) n® ((n+1)Y/m —nl/m) —1) ~ e donc

lim n? ((n+1)Y" —nt/n) =

n—oo

Exercice 15 : [énoncé]

Sia =0 ou b=0 alors la suite converge évidemment vers 0. On suppose
désormais a,b > 0.

Puisque

1/n - In

3=

1
a =e ¢ avec —Ina — 0
n

1 1
at/™ =1+ - lna—l—o(n)

On procéde de méme pour b*/™ et alors

1 1/n 1/n) _ i l
2(a +b >—1+2nln(ab)—|—o -

on peut écrire

1/n 1/n\" 1
<a—21—b) = exp (2 In(ab) + 0(1))

al/m 4 pl/n n
() — Vab

Finalement

Exercice 16 : [énoncé]
On a

%+%_a1/n+b1/”_67+en Ina+1Inb

5 - 5 — 5 :1+72n +o(1/n)

donc

(W) = en(n(+ 2R 4o(1/n) _ Betro() _, /o7

Exercice 17 : [énoncé]

On a

3In2—2In3 1
3%/5—2(”/3:3ei1n2—2ei1“3=1+nn+o(>

n n

donc

9

Exercice 18 : [énoncé]
a)ln(n+1)=Inn++ — 55 +0(3).
b)\/ﬁ—\/ﬁ—f—i—gnsl/z-i-o(#).
) Vn+yn—yn=j;- 8f+16n+0< )-
D043 =e- g+ bo(h)
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Exercice 19 : [énoncé]

Pour z € [0, 1],
Ll 1
sinz — T —
6 120
On a donc
"k 1K
=) 5 s M
k=1
avec

1 < &° 1 1
M, < ——
M| < 120 Z nl0 ~ 120 n4

donc M,, = o(1/n?).

Or
REE LIS N
et .
R
donc

Exercice 20 : [énoncé]

On a
n n—4
1 1 k!
L= =S Kl =14- i
“ n! Z T nn—1) n(n-1)(n-2) Z n!
k=0 k=0
Or
n—4 n—4
k! (n—4)! 1 9
0< — < <n =o(l/n
= ! kZ:o n! n(n—1)(n —2)(n —3) (1/n7)
Donc

Exercice 21 : [énoncé]

On a
. n—>
=N k=1+4= 3 n!
P *nm(n—u+n<n—1><n—2>+"<n3>+kz_on!
Or 5
70 (n—5)! 1
> S —d) O(n?’)
k=0
donc
13 1 1 2 1
et dee(3)
k=0

Exercice 22 : [énoncé]

a) Le tableau de variation de f : z — x 4 Inz permet d’affirmer que cette fonction
réalise une bijection croissante de R** vers R. L’équation E,, posseéde alors pour
solution unique x,, = f~1(n).

b) Le tableau de variation de f~! donne hm f~! = 4o00. Par suite z,, — +o0.

¢) &, — +oo donne Inz, = o(z,). La relatlon z, + Inz, = n donne alors
Zn + o(z,) = n et donc z,, ~ n.

Exercice 23 : [énoncé]

a) La fonction f :z — z + Inx réalise une bijection de |0, +o0[ sur R d’ou
Pexistence de ().

b) Comme n — 400, ¥, = f~1(n) — +oc. Par suite Inz,, = o(z,,) et
n=ux,+nx, ~x,.

Donc z,, = n + o(n).

Soit ¥, = xp, —n. On a :

Yyn=—Inz, = —In(n+o(n)) = —Inn+1In(l 4+ o(1)) = —Inn + o(1)

Donc
Tpn =n—1Inn+ o(1)

Soit z, =y, +1nn. On a :

zn = —In(n—In(n) +o(1)) +Inn = —In <1—1nn+0(1)) _ h171+0(h171>

n n

1 1
Donc z,, =n—1Inn + zn +o0 (nn)
n n
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Exercice 24 : [énoncé]

a) La fonction f: RT — R définie par f(z) = z + /z réalise une bijection de R™

vers RY.
b) Puisque z,, = f~1(n) et f=! 2 400, on a @, — oo,
o0

On en déduit ¥z, = o(x,) puis

Ty~ N
¢) On peut écrire 2, = n + y,, avec y, = o(n).
Puisque
Yn + N+ 1y =0
on a
Yn ~ —%

On peut écrire y, = —¢/n + 2z, avec z, = o({/n).

Puisque
—¢*+zn+vﬁ[r+ —Vn <f;)]—0
on obtient 1
SEEY
Finalement

=T f*%f (?)

Exercice 25 : [énoncé]
a) Soit f: R — R définie par f(z) =z + €.

x —00 “+00

flx) | —0 A +4o0

b) f(zp,) =n<n+1= f(r,1) donc x,, < z,,41 car f~1 est croissante.

Si (x,) est majorée par M alors f(z,) =n < f(M) ce qui est absurde.
La suite (x,,) étant croissante et non majorée, elle diverge vers +oo.
z, = o(e®) donc €*" ~n — 400 # 1 puis z,, ~ Inn.

¢) Posons y, = 2, —Inn = o(Inn).
On a y, +Inn + ne¥» =n donc

e = _ Yo Im
n n

d’ot y,, — 0 et
el =1+ Yn + O(yn)

On a alors y, +Inn+n(l 4y, + o(y,)) = n d’ott ny, + o(ny,) = —Inn et

Inn
Yn ~ =
n
Par suite
Inn <1nn>
Tp=lnn— —+4o0| —
n n
On écrit yn:flnT"Jrzn et
Inn 1 /Inn\> Inn)?2
e =1—— 2zt (— | +ol—
n 2 n
donc
| 1(1 2 1 2
nn+zn+nzn+(nn)+o<(nn)>0
n 2 n n
puis
1 2
. (mn)
2n2
Finalement
Inn  (Inn)? Inn\>
Ty =lnn— — — +ol| | —
n 2n? n

Exercice 26 : [énoncé]

Sur I, la fonction f : z +— tanx — /2 est continue, croit strictement de —oo vers

“+00.

Cela assure l'existence et I'unité de xz,,.

On a

us s
—§—|—n7r<mn<*+n7r

donc x,, ~ nmw.

2

Posons y,, = z,, — nw. On a tany,, = \/z, et y, € ]—g, g[ donc

™
Yy = arctan/z, — —

Posons

71'
2

Zn = —Un

2

T
= — — arctan /x,, = arctan ——

2

1
= arctan ————
Tn nT+ 5 +o(1)
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On a
1 1 1 1 1 n < 1 )
= = —_— 0 —_—
mr—i—g—&—o(l) \/nT 1+L+0(1) vnr o 4+\/mn3 n3/2
2n n
et 1
arctanx = x — §x3 + o(z?)
donc
1 1 1 1 1 1
Zp = ——— — ——— — — i
vnrt  4/an3 3 /m3 n3 n3/2
Finalement

x 1 34dr 1 1
5 " e T T iz O\ e

Exercice 27 : [énoncé]
a) On introduit ¢, (z) = 2" + 2 — 1. ¢}, (z) =nx" "1 +1 > 0, ¢, est continue
strictement croissante et réalise une bijective et de [0, +-o00[ vers [—1, +oo[ d’out
I’existence et l’unicite de z,,. On a <pn(1) =1 donc z,, € ]0,1[. Si 241 < x,, alors
z ] < 27 puis acn_H +xpi1 —1<z) 4+ 2, —1 ce qui est absurde On en déduit
que (x,) est croissante et étant majorée cette suite converge. Posons ¢ sa limite,
¢€10,1]. Si ¢ < 1 alors z]} + x, —1 = 0 donne & la limite £ — 1 = 0 ce qui est
absurde. Il reste ¢ = 1.
b) f. est strictement décroissante sur ]0,1[, fr(yn) =0, fn (Bny ~2n> (et
fn (zln") —Inn < 0 donc a partir d’un certain rang 2n Ly < 21“"
¢)In (%22) <Iny, <In(222) donne In(y,) ~ —Inn puis nln(l — n) lny,
donne —ny,, ~ —Inn puis y, ~ l“" et finalement z,, = 1 — l“" ( n")

Exercice 28 : [énoncé]

Posons f,(z) = 2™ +x? — 1. L’étude de la fonction f,, assure l'existence et I'unicité
d’une solution z,, € R* a I’équation étudiée. De plus, on observe que x,, € [0,1].
Puisque 0 = fr4+1(@n11) € fu(®nt1), on peut affirmer x, 11 > x,

La suite (x,,) est croissante et majorée donc converge vers un réel £.

Puisque pour tout n € N, z,, € [0,1], & la limite ¢ € [0, 1].

Sif <1 alors

0<z, <" =0

et la relation 7 + 22 — 1 = 0 donne a la limite /2 = 1 ce qui est absurde.
On conclut que ¢ = 1.
Posons u, =1 — z,,

On a
(1= up)"™ = up(2—uy)
donc
nln(l —u,) = Inwu, +1n(2 — u,)
d’on
—nuy, ~ Inu, puis Inn + Inwu, ~ In(—Inwu,)
or
In(—Inu,) = o(lnuy,)
donc
Inu, ~—Inn
puis
Inn
Uy ~ —
n
et enfin
Inn
Ty —1~——
n
Exercice 29 : [énoncé]
a) Il suffit d’étudier f,, : ¢ — 2™ — (x + 1).

b) f»(1) <0 donc z,, > 1. De plus

frr(@n) = ap ™ — (20 + 1) = (20 = D(zn +1) 20

donc 41 < zp,. La suite (z,,) est décroissante et minorée par 1 donc elle
converge vers £ > 1

Si¢>1alors z)) > (" — oo or 2] =x, +1— ¢+ 1. Ce qui est impossible et il
reste £ = 1.

¢) On a
1
2" =z+1lenhe=hz+1) s gx)=-
n
avec
(2) = Inz
g ~In(z+1)

définie sur [1, +o00[. La fonction g est de classe C*, ¢'(x) > 0 donc g réalise une
bijection de [1, +oc[ vers [0, 1], de plus (puisque ¢'(z) # 0) g1 est aussi de classe
C> et donc g~! admet un DL,,(0) pour tout n € N et donc z,, = g~ 1(1/n) admet
un développement limité a tout ordre.

Formons ses trois premiers termes

g Y (z) = a+ bx + cx® + o(z?)
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a=g"1(0)=1. g(¢7(z)) = x donc Ecrivons ensuite )
En
Tp =—+ — avec g, — 0
In(1 4 bz + ca? + o(x?)) = 21n(2 + bz + o(z?)) " noon "
Puisque 2] =nz, —1,0n a
puis
b? b n 1+¢e,)"
bx + (c - 2) 22 +o(x?) = In(2)x + 5952 + o(z?) En =T = % 20
donc Nous allons montrer
1+ 1In(2))In(2 n___
b:1n2etc:(+n(2—))n() (1+en) e 1
Finalement ce qui permettra de déterminer un équivalent de €,, puis de conclure.
] In2  (1+1n(2))In2 ( 1 ) Puisque €, — 0, pour n assez grand, on a |1 +¢&,| < 2 et alors
R N LA O]
n 2n (I+e,)™ 27
Epn=—"T""SX —
n" n"
Exercice 30 : [énoncé] On en déduit
a) La fonction « — P, (x) est strictement décroissante sur [0, 1] car gn\ on
1<(1+e)"<(1+—= ) =exp(nln(1+—
Pl(z) =n(z""" — 1) n n
. L Or
est strictement négatif sauf pour z = 1. on on
La fonction continue P, réalise donc une bijection strictement décroissante de nln (1 + nn) ~ g1 =0
[0,1] vers [P,(1), P,(0)] = [—n,1].

On en déduit lexistence et I'unicité de la solution z,, & 'équation P, (z) = 0. et par encadrement .
b) Puisque z,, € [0,1], on a 27! < 27 puis (14e,)" =1

On peut conclure &, ~ ﬁ et finalement
Poii(xn) =2 —(n+ D2, +1 < Py(z,) =0

1 1 1

Ainsi P11(z,) < Poy1(2p11) et done x,41 < 2y, car la fonction P, est Tn = n + 1 +o (nn—H)
strictement décroissante.
La suite (x,,) est décroissante et minorée, elle converge donc vers un réel ¢ € [0, 1].
Si £ >0 alors Exercice 31 : [énoncd]

n

Pp(2y) =z —nazn, +1— —00 a) Soit f, iz +— 2™ +1Inz. On a
ce qui est absurde. On conclut ¢ = 0. p 0 1 oo
c) On a o | @) =0 7 1 7 +o
n__ 71,11—1 -0
nTn N d’ott lexistence et 1'unicité de x,, avec en plus la propriété z,, € ]0,1][.
et donc z]' = o(nx,). b) On a
Sachant z)y — nx, + 1 =0, on obtient nz,, ~ 1 puis frs1(zy) = 2" +1n(z,) = (1 — z,) In(z,) <0
1 donc 41 > x,. La suite (x,) est croissante et majorée par 1 donc converge vers
Tp ~ n IS ]0, 1]
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Si ¢ < 1 alors
0=z, +Inz, - —Inf

car 0 < zp <" — 0.

Ceci est impossible. I reste £ = 1.

) (1—up)"=-In(l —up) ~u, > 0#£1

donc nln(1 — uy,) ~ Inu, puis nu, ~ —Inwu, — +oo # 1.

Inn+ Inwu, ~In(—Inwu,) donc Inn = —Inwu, + In(—Inwu,) + o(ln(—Inwu,)) or
In(—Inwuy,) = o(lnwuy,) donc Inn ~ —In u,, puis

Inu, Inn

~ —

n n

Up ~ —

Exercice 32 : [énoncé]
a) Par application du théoréme de Rolle & la fonction ¢ — P,(t) sur chacun des
intervalles [k, k + 1] (avec 0 < k < n — 1), on obtient que le polynéme P;, admet
au moins une racine dans chacun des intervalles |k, k + 1[. Puisque le polynéme
P! est de degré n, il posséde au plus n racines et donc il ne posséde pas d’autres
racines que celles précédentes. En particulier, le polynéme P) posséde exactement
une racine dans l'intervalle 0, 1].
b) On a

Poi1(X) =P, (X)(X —(n+1))

En dérivant et en évaluant en x,, on obtient
P7/z+1(xn) = Py(zn)

D’une part

(=1)"Pp(xy) = an H (k —zn)

k=1
est une quantité positive.
D’autre part, ’expression
n+1
(=1)"Paga() = 2(z = 1) [T (k- @)
k=2

est négative sur [0,1]. On en déduit ses variations sur [0, 1] puis le signe de sa
dérivée sur ce méme intervalle. Puisque qu’elle est négative sur [0, x,41] et
positive sur [z,1, 1], on obtient

anrl < T

La suite (x,,)n>1 est donc décroissante.
¢) Puisque les racines de P, sont exactement les 0,1,...,n et puisque celles-ci
sont simples, on obtient
1
X —k

NE

F, =

B
Il

0
d) Sachant F,(x,) = 0, on obtient

1 _z": 1
T kzlkfxn

n

Puisque 0 < x,, < 29 < 1, on obtient

"1 1 1 1 1
- < — < <
Zk T Zk‘—aso 1—x0+:k;—1

k=1 " k=1 k=2
Ainsi )
Inn+0(1) < - <ln(n—1)+0(1)
et on peut conclure )
" n

Exercice 33 : [énoncé]
a) La fonction f est définie et C*° sur D = |J I avec

keZ
Vs ™
Iy = | =5 +2km, 2 +2lm[

Pour = € D, la tangente en (z, f(x)) passe par O si, et seulement si, zf'(x) = f(z).
Apres transformation, ceci équivaut pour x > 0 a I’équation

ztanz + In(cos(z)) + =0

Posons p(z) = ztanz + In(cos(x)) + x.

 est définie et de classe C* sur D.

¢'(z) = z(1 +tan?z) + 1 > 0 sur DNRT.

Quand © — (5 + 2k7) , p(x) = 400. Quand x — (—% + 2kﬂ')+, o(x) = —oc.
©11, réalise donc une bijection de Iy vers R (pour k € N*).

La suite (z,,)nen+ avec z, = (¢p7,)~(0) est solution.

b) Evidemment z,, ~ 2n7 et donc x,, = 2nmw + yy,.
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Apres calculs, on obtient

(2nm + yn)(cos y, + siny,) = — cos(yy,) In(cos yy,)

La fonction ¢t — ¢1nt est bornée sur |0, 1] car prolongeable par continuité en 0 et

donc
€os Yy, In(cos yy,)

COSYn + SN Yn = 2nm +y n—+o00
n

Sachant |y,| < 7/2, on en déduit y,, — —7/4.

On conclut
i+ (s)
Ty =2nT— — 4ol —
4 n

Exercice 34 : [énoncé]

a) u, = /n — +oo.

b) tupt1 =/ (n+ 1) + up.

¢) Montrons par récurrence sur n > 1 que u, < n.
Pour n =1: ok

Supposons la propriété établie au rang n > 1.

Upp1 =/ (n+1) +u, < V/in+1)+n<n+1
HR

Récurrence établie.
0<un=1/n+up1 <Vn+m—-1)=0(Vn)
donc u, = O (v/n) = o(n).

d) u, = \/n+o(n) ~/n

e)

_ Un—1
Un = V1= Up + /1

or up_1 ~vn—1~/netu, ++/n=+n+o(yn)+/n~ 2y/n donc

1

Exercice 35 : [énoncé]
a) Quand x — +o0,
fEs + 2 1'3/2 . '/6

Vi3 a2

b) Quand z — +o0,

Va2 + 14+ Va2 — 1=z +o(z) + 2 + o(z) = 22 + o(z) ~ 2

¢) Quand z — +o0,

e @@ -1 2 ~
Va2 +1- /a2 L TR ir Vol rro@rzto@ "z

Exercice 36 : [énoncé]
a) Quand z — 400,

In(z + 1) - In(1+1/x) 1
Inx o Inx zlnzx

b) Quand z — +oo,

Vin(z+1) — /In(z — 1) = " (%‘D

Or
ln<x+1> —ln<1+2> ~ 2 Ng
rz—1 T — rz—1 x
et
Vin(z +1) + /In(z — 1) = 2vlnz+o(vlnx> ~2Vnz
donc

1
zvInzx

Vin(z +1) — /In(z — 1) ~

¢) Quand z — +o0,

1
zln(z+1)—(z+ 1) lnz=zln (1+) —lnz=14+0(1)—lnz~—Inz
x

Exercice 37 : [énoncé]
a) Quand = — 0,

222 222
1+‘T27 1—22= N7:x2
v v Vita?+vV1—a2 2
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b) Quand z — 0, Or
sinh~h—0%#1
r oz
tanz — sinz = tan2(1 — cosz) = 2 tan z sin’ 5~ donc
Insinh ~Inh
¢) Quand = — 0, .
puis

e -1~z

donc
e +r—1l=zx+z+o0(x)=2x+o(x) ~ 2z

Exercice 38 : [énoncé]
a) Quand z — 0,
In(1 +sinz) ~ sinx

car sinz — 0, or
sinx ~ x

donc
In(1+sinz) ~x

b) Quand z — 0,
Inl+z)~z—0+#1

donc
In(In(1 + z)) ~ In(z)

¢) Quand = — 0,

In(142)? —In(1 —2)* = (In(1 +2) +In(1 — 2)) (In(1 4+ ) — In(1 — x))

. In(1+z)+In(l —z) =In(1 — 2%) ~ —2?
et

In(l+z)—In(l—2z)=z+o0(z) — (—z+o(x)) = 2z + o(x)
donc

(In(1+2))* = (In(1 — z))* ~ —22°

Exercice 39 : [énoncé]
Quand z — 5, posons © = 5 — h avec h — 0T

COS T = COS (g — h) =sinh

Incosz ~ In (g —x)

Exercice 40 : [énoncé]
Par développements limités :

a) (2 +cosz) —3s

b) 2% — (sinz)® = 2*(1 —

inx ~ %x‘r’
(22)7) ~ 37

c) arctan(2z) — 2arctan(x) ~ —2z3

Exercice 41 : [énoncé]
a) f est décroissante donc posséde une limite £ en +oco.
Quand x — +o0, f(x) = L et f(x+ 1) — £ donc

or

donc ¢ = 0.

F@)+ fla+1) =20

F@) + fa+1) ~ T 0

b) Quand z — +oc0, on a

donc

puis

fle+1)+ f(z) <2f(2) < f(z) + flz—1)

Exercice 42 : [énoncé]

a) Quand x — 400,

ze~% 4 g2 x?
—_— ~ — =1 > 400
z—Inx T
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b) Quand z — 400,
zlnz—x xlnz

~ =Inz — +c0
x4+ cosx x
¢) Quand z — o0,
ret — x? _
VX Jre 2 0

Exercice 43 : [énoncé]
a) Quand x — 0,

x+sinz x4+ x+o(x) 2

zlnz zlnx Inz

b) Quand z — 0,
Inz + 2% =Inz + o(lnx)

et puisque
r+ai~z 041
on a
In(z +2%) ~Inx
donc

lnz + 22 Inx

mrrr BT g g
In(z4+22) Inz

¢) Quand = — 1, on peut écrire x = 1+ h avec h — 0,
Inz _ In(14+h) h 1

— 1 1
w21 = Bhthz Y3 T2 732

Exercice 44 : [énoncé]
a) Quand x — +o0,

Inz
X 2_ 2 2
e(ln z)*—Inlnz e(ln z)*+o(lnz)

Inx

b) Quand z — 400,

z (Inx)2 ((mzﬂ)
x = Inaz _Inez ——to| ——
( ) —ex Inz > lnlnm:e 1
Inx

¢) Quand z — +oo,

In(z++va2+1) In(2r+o(z)) mI2+Inz 151
Inz N Inz Inz

Exercice 45 : [énoncé]
. 1 1_ 1
a) im s — 22 = 3

] 11

b) iﬂ%; T Wm(ito) T 2
. 1w _

¢) lim () Fe —2.
x—0 z

Exercice 46 : [énoncé]
1/(2—x)
) 27 43
) limy (7557)

b) lim (M)Imze

T—+00 Inz
c) z* —a* ~a*(l —Ilna)(x —a)sia #1et

arctan(z) — arctan(a) ~ (arctan(a))’(z — a) = (@—a)

—_ %64/1355/26

14+a2? *
Sia#1,
% — g%
li =a’(1+a®)(1-1Ina
tl_rg arctan xz — arctana ( + )( )
Sia=1,
1% — g%
lim =2

z—a arctan x — arctana

Exercice 47 : [énoncé]
Posons z =1 — h.
Quand z — 17, ona h — 0" et

In(z)In(1 —2z) =In(l1 — h)Inh ~ —hlnh — 0

Exercice 48 : [énoncé]

a) sin(z) = 2 + P~ §) - L@ -5 - Fl@- )’ +o(@- 1)
b) 1;1—2‘” =(x—-1)—5(x— 1)2 + ?(az — 1)3(— %(x —D* 4 o((x — 1))~
c) shach(2z) — che = =1+ & — 322 + 223 — Lat + 1lab + o(2®).
Exercice 49 : [énoncé]

a) In (fjll) =In(1+2%) —In(1+2) = -z + 322 — 12° + o(z?)

b) In(1+sinz) =z — 32 + £a3 + o(x?)

¢)cos(lnz) =1—F(z— 1)+ F(z — 1)* + o((z — 1)3)
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Exercice 50 : [énoncé]

a)In(l+e*)=In2+1 x—i— 12? + o(z?)

b) In(2 4 sinz) = In 2 —|— 3T — %xQ 7% + o(z?)
¢) V3+cosz =2— ga? +o( 3)

Exercice 51 : [énoncé]

a)em:e+gm+48x + o(2?).
b)In(1+vV1+z) = ln2+4x—3—x + g5 +o( %)
c)In(3e* +e %) =2In2+ fx + 2% — 2égcg—i—o( 3)

Exercice 52 : [énoncé]

a) (1 +_m)1/$ =e— 5T —|— %Jﬁ + 0(372)
b) In (232) = —§a” — 18033 T+ o(z?)
¢) In (32) = g2® — 52" + o(a?)

Exercice 53 : [énoncé]
a) lne(sz) =1-z+ 22? — 532% + o(a?)

b) drgian:v =1— 5392+O( 2)
)2 =1+3(z-1)— H(x—1)?+o((z —1)?)

Inx

Exercice 54 : [énoncé]

a) £=SINT _ g4 %x?’ + o( 3)

b) cxsi(r;?)ifl _1 .’E o ﬁx +O( 2)

C)%:§x+%x3+ o(x?)

Exercice 55 : [énoncé]

a) In (z;:rll) =—z+ 322 — 12% 4 o(a?)
b) V34 cosz =2 — La? + o(z?)

¢) (1+x)l/* =e— 23: + Sex? + o(a?)
d) ) — 1 g 222 - g3 4 o(a3)

er—1

Exercice 56 : [énoncé]

On primitive de DLQ( ) de 1+ac2 :

arctanz =T+ 1(z — 1) — 1z - 1)? + L(z — 1)3 + o((z — 1)?).

Exercice 57 : [énoncé]
On a
e” l+z+32%+o(z?) 1 1,

tane®) = = - _ 2 2
(arctane”) 1+e® 2(1+z+22+o0(2?) 2 1° +olz)

donc en intégrant

tan e” +1 L + o(z?)
arctan e 4 21‘ 121‘ o\xr

La tangente au point a pour équation y = w/4 + x/2. La courbe traverse la
tangente.

Exercice 58 : [enonce]
1 348 9)
a) \/1-5-7_ -3 + 348 + o(t%) dont [ \/W
- _ 1 1
puis fz %ﬂ fo %ﬂ -y Trt‘* =—z+2%+ 52° — 5527 — 5210+ o(21?)

R voo 1000 10005~ 1000
b)In| > & ) =n(e” — % +0(z'°?)) = In(e®) + In(1 — Fgga5r— + 0o(z')) =

1 ,.1000 1000
10001 ¥ +o(z™7).

=t — t5+ ;1% + o(t')

T —

Exercice 59 : [énoncé]

_1/2) (—x)* 4+ o(2™) avec

k=0 k

(—1/2) _CHEH-CE) | peraen gy G

2K k! [CLUDEN

Au final, -— = ) (éﬁg;zxk + o(z™)

Exercice 60 : [énoncé]

On a k13 . 2k—1
ala—1)..(a—k+1) (=DF35--- 252 (=1)F(2k)!
k! N k! o 22R(k1)2
Donc
2n+1
e Z e + o)
puis

n

(2k)!

o 2k+1 2n+2
arcsinx = kzzo Wm +o(z )
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Exercice 61 : [énoncé] Exercice 64 : [énoncé]

On a ! D’une part e* — 1 = z + o(x) donne

Vi-a? (e® —1)" =2" + o(z")

(arcsinzx) =

et
1 n D’autre part
_ = Z (—1)kckx2k + 0(.’152”) n n
V1—a2 k=0 (ex _ 1)71 — Z . (_1>n—kekx
avee k13 2k—1 F=0
o = (_1) 55" " T 5 :(_ )k (2]{5)' or n ’
| 2k (1.1\2
k! 2 (k) ekx _ ﬁxf + O(J?n)
donc . —o
: (2k)! 2k+1 2n+1 2
arcsinx = PR M) + o(x donc, en réordonnant les sommes
;;J 22k (k1)2(2k + 1) ( ) ’
n n —
(e* —1)" = m) DT kkexz
N £=0 k=0 k ¢
Exercice 62 : [énoncé] ==
(% In % ! _ 1—1352 ot 1_1902 14224244+ pa2n 4 0(3:2”"’1). L’unicité des développements limités entraine la relation proposée.

1 14z 1,3 1.5 1 2n+1 2n+2
Donc 5In = = + 32° + 52° + -+ + 5. 5@ +o(z ).

Exercice 65 : [énoncé]

. . . a) f est évidemment dérivable en tout a € R* et aussi dérivable en 0 avec
Exercice 63 : [énoncé]

/(0) = 0.
it de classe C> sur R et 1
fest de classe sur e b) f admet pour développement limité a Pordre n — 1 : f(x) = o(z™~1).
Fla) =1+ 2x2)em2 -0 Si f admet un DL, (0) celui-ci serait de la forme
de plus lim f = +o00,lim f = —oo. f(z) = az™ + o(z")
+o0 —o0
Donc f réalise une bijection de R vers R et f~1 est de classe C* sur R. ce qui entraine que sin(1/x) admet une limite finie en 0 ce qui est notoirement
En particulier =% admet une DL5(0), de plus comme f est impaire, f~* I'est faux.

aussi et le DL5(0) de f~* est de la forme :

1y 3 5 5
[ (@) = ax +ba” + ca” + o(2”) Exercice 66 : [énoncé]

En réalisant un DL5(0) de f~1(f(x)) on obtient : On a 1 1 )
. f(x):—i—i—gm—zxg—l—o(ﬁ)
-1 3 5 5
= b —a+3b
f7(f@) = az + (a+bja” + (2a 30+ )’ +ofa”) Par suite f peut étre prolongée par continuité en 0 en posant f(0) = —31.
Or -1 —r d . De plus ce prolongement est dérivable en 0 et f'(0) = %
v (f{w)) ==, done: L’équation de la tangente en 0 est y = —% + %x et la courbe est localement en

5 dessous de celle-ci.
azl,b:—letc:§
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Exercice 67 : [énoncé] Exercice 70 : [énoncé]
On a ) ) . a) Soit G une primitive de la fonction ¢ — 1/Int sur ]0, 1] (resp. sur |1, +oc]).
f(x) =azx —a(l + za)z? + a(l+ za+ a*)x® + o(z?) Pour tout x € ]0,1[ (resp. ]1,4+00[), on a f(z) = G(2?) — G(x). On en déduit que
2 2 3 f est de classe C* sur ]0, 1] (resp. sur |1, +o0]) et
Pour que f présente un point d’inflexion en 0, il faut que a(1 + %a) =0ie.: 9 1 o1
a=—2. f/(m)zi—iz —
Inversement si a = —2, Inz?  Inz Inz
8
f(@) = =22 = 22 + o(a?) On a alors PR TEr S
)= ——F—
et par suite f présente un point d’inflexion en 0. z(Inx)?

Soit g(z) = zlnz —z + 1 sur RT*.
g est de classe C* et ¢'(x) = In(x). Puisque g(1) = 0, la fonction g est positive

Exercice 68 : [énoncé] puis f” > 0 sur ]0, 1] (resp. |1, +o0]).
f est définie sur R* et se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 1. b) Pour z > 1
[ est de classe C! sur R* et 2,7 r 1 22
Vte |z, 2%, — < — <
() e® —1—xe® —ix*+o(z?) 1 - tlnt = Int ~ tlnt
€T) = = —_— ? A1
(e® —1)2 2 +o(x?) 2—0 2 ou o~ 2 g 2 2
< — <
donc f est dérivable en 0 avec f’(0) = —1/2 et finalement f est de classe C! sur R. /T t.Int /T Int /T t.Int
2
Comme f; t_cllflt = In 2, on obtient

Exercice 69 : [énoncé]

2
f est évidemment de classe C* sur R*. xIn2 < f(z) <z°In2

Montrons par récurrence que f est de classe C" et que f(™) est de la forme : puis lim f(z) =1In2.
r—1+
£ (z) = Pn(l/a:)e_l/f”z Pour z < 1, ) , 2
2 R GG

pour z # 0 avec P, € R[X]. vie [ ’m]’tlnt\lnt\tlnt
Pour n =0 : ok. Dot
Supposons la propriété établie au rang n > 0. a? z2dt a? dt a? rdt
™) est continue, dérivable sur R* et pour = # 0, . t.Int S N nt S . t.Int

fo @) =~ Lpr (1) ey 2 p, (1) VP — (1> o1/ On obtient % In2 < f(z) < wIn2 puis lim f(z) =In2.

x x x x c) f est continue sur ]0, +oo[, de classe C! sur ]0,1] et |1, +oo] et

avec P11 € R[X]. ) h
Récurrence établie. f(A+h)= n(1+h) oo 1
Pour tout n € N, f(")(z) = ,Pu(y/y)e™ — 0 quand z — 0tet de méme quand
v 0- v=1/e Par le théoréme de prolongement C*, on a f de classe C! et f/(1) = 1.

PR . PRI . De méme, en exploitant
Par le théoréme du prolongement C' dans une version généralisée, on obtient que ’

f est de classe C*® et f(™(0) = 0 pour tout n € N. " (I1+h)In(1+h)—nh h?/2 1
Par suite f(™ est dérivable en 0 et f(**1(0) = 0. Fri+h) = (1+h)(In(1 + h))? ~ (1+h)h2 hso 2
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on obtient que f est de classe C% et (1) =1/2.
Comme f” est positive sur |0, +o0c[, on peut conclure que f est convexe sur RT*.

Exercice 71 : [énoncé]
a) 1n(\1/-£;c) - T — %x?’/Q n %x5/2 + o(a5/2)
b) 2 =1+axlnz + %x21n2x+0(x21n2x)

Exercice 72 : [énoncé]

a) Vet 1= a1+ 1/o =Vt 30— t5m +o(mn)
b)zln(z+1)—(z+1)lnz=—lnz+1-— %%—i—%%—i—o(%)

) ()" —e— 31+ Bk vo()

Exercice 73 : [énoncé]
On a pour z > 0

™
arctanx = — — arctan —
2 T

11 1
3T\ s

donc

arctanx =

a\H

us
2
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